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Re´sume´
La connaissance des structures internes de la Terre, a` diffe´rentes e´chelles, pre´sente des enjeux
majeurs d’ordres e´conomiques, humains, environnementaux et scientifiques. Diverses me´thodes
d’imagerie ont e´te´ de´veloppe´es en utilisant les informations contenues dans les ondes sismiques.
La me´thode d’inversion des formes d’ondes construit des images quantitative haute re´solution
des parame`tres physiques du sous-sol, en exploitant le champ d’onde complet, sous la forme
d’un proble`me d’optimisation. Dans ce travail de the`se, je pre´sente l’application de l’inversion
des formes d’ondes en domaine fre´quentiel, pour imager les parame`tres visco-e´lastiques dans
des ge´ometries a` deux dimensions a` grands offsets.
Dans un premier temps les de´veloppements me´thodologiques et algorithmiques sont pre´-
sente´s. La mode´lisation de la propagation des ondes P-SV en domaine fre´quentiel, le proble`me
direct du processus d’imagerie, est assure´e par une me´thode d’e´le´ments finis Galerkin disconti-
nus, assurant une grande flexibilite´ dans le choix des ordres d’interpolation et dans l’utilisation
de maillages triangulaires non-structure´s. Le proble`me inverse est re´solu sous une forme line´a-
rise´e, afin de limiter le nombre de simulations directes, et utilise l’algorithme quasi-Newton
L-BFGS permettant de tirer be´ne´fice de l’estimation « e´conomique » du Hessien. Le processus
global d’imagerie est imple´mente´ sous la forme d’un algorithme massivement paralle`le destine´
aux calculateurs modernes a` me´moire distribue´e.
Dans un deuxie`me temps, les algorithmes de´veloppe´s sont applique´s a` des cas d’e´tude. Des
applications sont mene´es dans des mode`les synthe´tiques re´alistes repre´sentatifs d’environne-
ments terrestres et marins. Ces e´tudes montrent les difficulte´s associe´es a` la reconstruction
des parame`tres e´lastiques a` partir de donne´es mettant en jeu des phe´nome`nes de propagations
complexes (ondes converties, multiples, ondes de surfaces...). Des solutions sont propose´es sous
forme de processus hie´rarchiques multi-e´chelles, afin de limiter les effets des non-line´arite´s du
proble`me inverse et ainsi d’ame´liorer la convergence du processus vers le minimum global. Enfin,
la sensibilite´ de diffe´rentes normes et crite`res de minimisation est analyse´e, a` partir de donne´es
bruite´s issues de mode`les synthe´tiques re´alistes, ainsi que sous l’approximation acoustique pour
un jeu de donne´es re´elles pe´trolie`re. Ces tests montrent certaines limites du formalisme clas-
sique base´ sur la norme L2 dans l’espace des donne´es, tandis que la norme L1 apparaˆıt comme
alternative robuste pour l’inversion de donne´es de´cime´es en domaine fre´quentiel.

Abstract
The knowledge of Earth intern structures at different scales is of major interest for economy,
humans, environment and science. Several methods have been developed for Earth imaging
using seismic wave information. The full waveform inversion attempts to build quantitative
high-resolution images of the subsurface physical parameters using the full wavefield, solved as
an optimization procedure. In this thesis, I present application of two-dimensional frequency-
domain full waveform inversion for imaging visco-elastic parameters from large offsets data.
In a first time, methodologies and algorithms are presented. The frequency-domain P-SV
waves propagation modelling, the forward problem of the inversion process, is solved with a
finite element discontinuous Galerkin method. This method allows a flexible choice of interpo-
lation orders and the use of triangular unstructured meshes. The inverse problem is linearized
in order to limit the number of forward problem simulations, and solved with the quasi-Newton
L-BFGS algorithm in order to exploit information contained in the estimated Hessian matrix.
The full imaging process is implemented in a massively-parallel algorithm for the distributed-
memory architectures of modern computing centres.
In a second time, algorithms are applied to several case studies. Applications are performed
in realistic synthetic models, representative of onshore and offshore environments. These studies
show the difficulties associated to elastic parameters imaging from complex data including
converted waves, multiples and surfaces waves. Several multi-scale hierarchical procedures are
proposed in order to mitigate non-linearity of the inverse problem and to improve convergence
toward the global minimum. Finally, a sensitivity study is performed to analyse the behaviour
of several minimization norms and criteria, when noisy data are inverted. A first application in
realistic synthetic models is presented before an acoustic application to field data. These tests
show some limits of the classic L2 norm in the data space, while the L1 norm appears to be a
robust alternative for frequency-domain inversion of decimated data.
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Introduction ge´ne´rale
L’imagerie de la Terre : comment et pourquoi ?
La plane`te bleue sur laquelle nous vivons fascine l’humanite´ dans son long cheminement.
Certains peuples en ont fait des dieux et des de´esses, les philosophes de l’antiquite´ e´tudiaient
de´ja` sa forme et son interaction avec les autres astres, Jules Vernes imaginait un voyage dans
ses profondeurs... Avec les avance´es des connaissances et de la technologie, les scientifiques se
sont inte´resse´s plus re´cemment aux structures internes de la Terre en utilisant des informations
indirectes : les ondes sismiques qui traversent le globe (fin du XIXe`me sie`cle).
En effet, la connaissance des structures du sous-sol par observation directe est tre`s difficile.
Elle ne´cessite des forages mettant en jeux des de´fis technologiques conse´quents pour supporter
les pressions et tempe´ratures des profondeurs 1, ainsi que des moyens financiers conside´rables.
La connaissance de la Terre interne est donc limite´e, en pratique, a` l’utilisation de phe´no-
me`nes physiques menant a` des interpre´tations indirectes. En effet, la Terre peut eˆtre vue comme
un filtre, une fonction de transfert qui modifie la propagation des phe´nome`nes physiques. Ces
derniers gardent donc une trace, une signature du chemin parcouru dans le sous-sol.
En fonction de l’e´chelle d’investigation, diffe´rentes physiques sont utilise´es. Ainsi, pour
l’imagerie de la proche surface (quelques me`tres), les ondes e´lectromagne´tiques peuvent eˆtre
utilise´es. Cependant, leur forte atte´nuation dans la subsurface ne permet pas d’envisager de
grandes distances de propagation. Au contraire, les ondes e´lastiques ou ondes sismiques, peuvent
se propager sur plusieurs milliers de kilome`tres si la source est suffisamment puissante. Les ondes
sismiques, issues des gros se´ismes, ont historiquement e´te´ les premie`res a` avoir e´te´ utilise´es pour
produire des cartes et des images des grandes structures profondes de la Terre : discontinuite´
de Mohorovicˇic´, de Gutenberg, noyau liquide, graine...
Les motivations d’une connaissance approfondie des structures souterraines sont multiples
et pre´sentent des enjeux e´conomiques, humains, environnementaux, scientifiques : la connais-
sance de la proche surface (quelques centime`tres a` quelques me`tres) est indispensable pour la
caracte´risation des sols en ge´nie civil et pour les applications ge´otechniques. L’imagerie des
glissements de terrain est tre`s utile pour l’estimation du risque gravitaire. Plus profonde´ment
(quelques me`tres a` quelques kilome`tres), la de´tection et la caracte´risation de re´servoirs d’hy-
drocarbures pre´sentent un enjeu e´conomique majeur, a` l’heure ou` les ressources sont de plus
en plus difficiles a` de´tecter et a` extraire. Le suivi dans le temps de zones d’enfouissement de
1. Le forage le plus profond re´alise´ jusqu’a` aujourd’hui est le forage SG3 pre`s de Zapoliarny dans le pe´ninsule
de Kola en Russie. Ce forage, commence´ en 1970, avait pour objectif 15 km de profondeur pour atteindre la
discontinuite´ du Moho. Il fut arreˆte´ en 1989 a` 12.262 km de profondeur, officiellement pour des raisons politiques,
mais les fortes contraintes techniques peuvent e´galement avoir motive´ ce choix.
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de´chets radioactifs ou d’injection de CO2 repre´sente e´galement un challenge environnemental
crucial pour les prochaines anne´es. Avec le changement climatique global, la de´tection d’aqui-
fe`res va se re´ve´ler un enjeu humain de premier ordre. La caracte´risation des zones de failles
actives est essentiel pour la compre´hension des cycles sismiques et l’estimation du risque asso-
cie´. A l’e´chelle crustale et lithosphe´rique, l’imagerie des ge´ome´tries des structures tectoniques
permet de comprendre les phe´nome`nes me´caniques mis en jeux, et e´galement d’ame´liorer notre
connaissance des processus sismiques associe´s. Enfin, l’imagerie des zones profondes permet
d’ame´liorer notre connaissance des phe´nome`nes ge´odynamiques, marqueurs de l’histoire de la
Terre.
Les sources sismiques
Les ondes sismiques utilise´es pour l’imagerie du sous-sol peuvent avoir deux types d’origine :
les sources naturelles (se´ismes) ou anthropiques.
Les se´ismes de magnitudes diverses procurent une grande quantite´ de sources sismiques. Les
enregistrements des champs d’ondes issus de ces se´ismes, par des re´seaux de capteurs de´ploye´s
a` diverses e´chelles, permettent d’e´tablir des catalogues de donne´es tre`s souvent utilise´s pour
l’imagerie de la Terre. Notons cependant que pour les se´ismes, les parame`tres de la source
ne sont pas connus : la position de la source, son rayonnement spatial ainsi que sa signature
temporelle sont inconnus et doivent donc eˆtre estime´s.
Les sources d’origines anthropiques sont largement utilise´es dans les campagnes de sismique
active ayant pour but d’imager certaines re´gions du sous-sol a` diffe´rentes e´chelles. Elles peuvent
eˆtre explosives avec un rayonnement relativement isotrope (tir d’explosif, canon a` air pour les
acquisitions marines) ou directionnelles (camion vibreur, chute de poids, pot vibrant, marteau).
Les expe´riences de sismique active permettent, d’une part, de maˆıtriser les densite´s et les
localisations des dispositifs de sources et de capteurs, qui vont, par la suite, de´terminer la
robustesse des me´thodes d’imagerie. D’autre part, elles permettent d’obtenir une estimation
du rayonnement spatial des sources et de leurs signatures temporelles.
Notons que l’e´nergie des sources sismiques contraint directement le spectre fre´quentiel des
ondes e´mises. Ainsi, les gros se´ismes ge´ne`rent de tre`s basses fre´quences qu’il est impossible
de reproduire avec des sources sismiques anthropiques conventionnelles. Cette conside´ration
est importante car les spectres des donne´es sismiques de´pendent en grande partie des sources
utilise´es, et vont par la suite contraindre la robustesse et la re´solution des me´thodes d’imagerie
mises en jeux.
Pour les applications pre´sente´es dans ce travail, nous nous placerons dans un contexte de
sismique active, meˆme si les me´thodes et outils de´veloppe´s ne sont pas limite´s a` ce cas de figure.
La mesure des champs d’ondes
La mesure des champs d’ondes issus des sources sismiques peut s’effectuer par divers types
de capteurs.
Dans le contexte d’acquisitions terrestres, des ge´ophones mesurant les vitesses de de´place-
ment des particules sont ge´ne´ralement dispose´s a` la surface du globe. Des capteurs acce´le´rome´-
triques peuvent e´galement eˆtre utilise´s. Ces capteurs sont directionnels et mesurent la vitesse
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ou l’acce´le´ration dans une direction spatiale. Des dispositifs multicomposantes sont souvent
utilise´s afin de mesurer les champs d’ondes dans les directions horizontales (paralle`les a` la
surface de la Terre) et la direction verticale, permettant ainsi d’identifier les diffe´rents types
d’ondes dont les signatures de´pendent des directions. Ces dispositifs peuvent eˆtre utilise´s pour
des sources naturelles ou anthropiques.
Dans le contexte marin, les acquisitions les plus re´pandues pour les expe´riences de sismique
active sont des hydrophones localise´s dans l’eau : un bateau ge´ne`re la source sismique par
un canon a` air et tracte, sous la surface de l’eau, une fluˆte d’hydrophones qui mesurent le
champ de pression portant la signature des ondes propage´es dans les structures du sous-sol.
Des contraintes techniques limitent les longueurs possibles des fluˆtes. Pour des acquisitions a`
longs offsets, plusieurs bateaux sont donc ne´cessaires. Cependant, les mesures restent limite´es
au champ de pression qui ne porte pas la signature de tous les types d’ondes se propageant dans
le sol (les ondes de cisaillement ne se propageant pas dans les liquides, leurs signatures sont
donc tre`s faibles dans les donne´es de pression mesure´es dans l’eau). Une alternative possible
est l’utilisation de dispositifs en fond de mer. Les capteurs tels que les « sismome`tres fond de
mer » (Ocean Bottom Seismometer (OBS)) sont des dispositifs autonomes qui se fixent en fond
de mer pour une dure´e de´termine´e (quelques semaines a` quelques mois). Ces dispositifs sont
ge´ne´ralement e´quipe´s de ge´ophones multicomposantes permettant d’enregistrer les diffe´rents
types d’ondes, ainsi que d’un hydrophone. Les OBS e´tant mobiles et autonomes, ils peuvent eˆtre
dispose´s sur des ge´ome´tries d’acquisition a` grands offsets. Des dispositifs d’acquisition par caˆbles
dispose´s en fond de mer (Ocean Bottom Cable (OBC)), e´quipe´s de capteurs multicomposantes,
peuvent e´galement eˆtre utilise´s pour les acquisitions de sismique active. L’inte´reˆt majeur de ces
dispositifs est de pouvoir rester en place plusieurs anne´es, permettant d’assurer le monitoring
de certaines cibles ou re´servoirs par des campagnes successives dans le temps.
La ge´ome´trie des dispositifs d’acquisition conditionne les types d’ondes potentiellement
enregistre´es. Pour les campagnes de sismique active, des dispositifs a` courts offsets ont histori-
quement e´te´ utilise´s. Ces dispositifs permettent d’enregistrer les ondes re´fle´chies et diffracte´es,
avec des angles de diffraction faibles, dans les structures du sous-sol. Cependant, ces ondes
utilise´es seules posent certains proble`mes de robustesse dans les me´thodes d’imagerie. Les dis-
positifs a` grands offsets ou grands angles sont actuellement des alternatives de plus en plus
utilise´es, permettant d’enregistrer les ondes re´fle´chies a` incidences critiques et les ondes re´frac-
te´es ou ondes tournantes. L’utilisation combine´e des diffe´rents types d’ondes, enregistre´s par
des dispositifs grands offsets, par la me´thode d’inversion des formes d’ondes fut la motivation
principale de la cre´ation du projet SEISCOPE.
Les me´thodes d’imagerie sismique « conventionnelles »
Les me´thodes d’imagerie se classent en deux grandes familles : les me´thodes quantitatives
et les me´thodes non-quantitatives. Les me´thodes quantitatives permettent d’imager un ou des
parame`tres physiques repre´sentatifs des mate´riaux du sous-sol de manie`re absolue. Les vitesses
de propagation des ondes, la densite´, l’atte´nuation intrinse`que, l’anisotropie peuvent ainsi eˆtre
caracte´rise´s par les me´thodes quantitatives. L’utilisation des images quantitatives obtenues,
ou de leurs combinaisons, permet d’interpre´ter en termes ge´ologiques les milieux image´s. Au
contraire, les me´thodes non-quantitatives permettent d’obtenir des images de re´flectivite´, tra-
duisant la capacite´ des points du milieu a` diffracter les ondes. Ces diffractions sont occasionne´es
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par les variations spatiales des parame`tres physiques. Les images permettent donc de caracte´ri-
ser les interfaces et les re´flecteurs du milieu de manie`re relative dans l’espace. Chaque me´thode
ayant des limitations et des champs d’applications spe´cifiques, les me´thodes quantitatives et
non-quantitatives sont souvent utilise´es conjointement dans les processus d’imagerie.
Historiquement, les donne´es sismiques ont e´te´ « partiellement » utilise´es pour imager le
sous-sol. En effet, l’utilisation de la forme comple`te du signal sismique, la forme d’onde, est
un processus non-line´aire par rapport aux parame`tres physiques, rendant le proble`me difficile
a` re´soudre 2. C’est pourquoi, afin de simplifier le proble`me d’imagerie, des approximations de
la propagation des ondes furent faites, couple´es a` des utilisations incomple`tes de l’information
contenue dans les donne´es sismiques, menant a` des me´thodes diverses. Par exemple, les temps
d’arrive´es des ondes sont souvent utilise´s pour imager la Terre. Les tomographies des temps
de premie`res arrive´es, des ondes re´fle´chies, re´fracte´es, de surface... sont massivement utilise´es
par les communaute´s acade´miques et industrielles pour obtenir des images quantitatives des
vitesses des ondes a` diverses e´chelles. La dispersion des ondes de surface, extraite de donne´es
d’acquisition terrestres, peut eˆtre utilise´e pour caracte´riser quantitativement les vitesses de
propagation d’ondes cisaillantes dans la proche surface. En partant d’un milieu de re´fe´rence
lisse, les me´thodes de migration permettent d’imager les re´flecteurs du milieu. Des analyses
d’amplitude des donne´es e´lastiques en fonction de la distance horizontale a` la source (Analyse
AVO (Amplitude-Variation-with-Offset) permettent de de´terminer les coefficients e´lastiques des
re´flecteurs pour la caracte´risation des re´servoirs.
Pour des cibles a` l’e´chelle de l’exploration pe´trolie`re qui sont pre´sente´es dans ce travail, les
proce´dures classiquement utilise´es pour l’imagerie se de´composent en deux e´tapes applique´es
de manie`re ite´rative, ge´ne´ralement effectue´es sous l’approximation acoustique pour l’imagerie
de la vitesse des ondes de compression :
• Construction du mode`le de vitesse : la premie`re e´tape consiste a` trouver un milieu de pro-
pagation lisse (quantitatif) expliquant la cine´matique des trains d’ondes. Cette construc-
tion peut eˆtre effectue´e par analyse de vitesse, tomographies des temps.
• Migration : en utilisant le mode`le de vitesse quantitatif, les donne´es hautes fre´quences
sont migre´es afin de localiser les re´flecteurs dans le milieux (images ge´ne´ralement non-
quantitatives). L’analyse des images migre´es permet d’interpre´ter les structures ge´olo-
giques et de de´terminer si le processus doit eˆtre re´ite´re´ pour ame´liorer l’image.
Notons que cette proce´dure s’est re´ve´le´e tre`s efficace depuis plusieurs de´cennies. Cependant,
elle souffre des approximations faite a` chacune des e´tapes et de l’utilisation de ge´ome´tries d’ac-
quisition courts offsets, rendant le processus peu robuste pour imager des structures complexes
et mettant en jeux des phe´nome`nes de propagation complexes.
La me´thode d’inversion des formes d’ondes
Principe
Contrairement aux me´thodes « classiques », la me´thode d’inversion des formes d’ondes tente
de construire des mode`les quantitatifs du sous-sol en exploitant le champ d’ondes complet sous
la forme d’un proble`me d’optimisation. En utilisant la forme du signal, les informations de
2. mais pas impossible, sinon ce travail n’existerait pas...
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temps, de phase, d’amplitude sont prises en compte simultane´ment dans une me´thode unique.
Le principe est donc d’utiliser les diffe´rentes arrive´es (ondes directes, re´fle´chies, re´fracte´es, de
surface, multiples) afin d’imager les diffe´rents parame`tres physiques auxquels les ondes sis-
miques sont sensibles (vitesses de propagation, anisotropie, densite´, atte´nuation). L’utilisation
du signal complet signifie que the´oriquement, cette me´thode permet de produire des images
quantitatives de haute re´solution en exploitant a` la fois les basses fre´quences et les hautes
fre´quences contenues dans les donne´es.
La me´thode d’inversion des formes d’ondes de´finit un proble`me inverse. Les donne´es sont
les signaux portant les signatures des ondes sismiques tandis que le mode`le, la solution du
proble`me, est l’ensemble des parame`tres physiques a` reconstruire (Tarantola, 1987). Le pro-
ble`me direct consiste a` calculer des donne´es « synthe´tiques » dans un mode`le nume´rique a
priori. Le proble`me inverse consiste a` modifier le mode`le pour minimiser l’e´cart entre les don-
ne´es synthe´tiques calcule´es et les donne´es observe´es, afin d’imager les structures ge´ologiques
pre´sentes dans le sous-sol. La relation entre parame`tres physiques et donne´es est non-line´aire,
le proble`me inverse doit donc eˆtre re´solu comme un proble`me d’optimisation non-line´aire. Les
sismogrammes sont ge´ne´ralement enregistre´s a` la surface, donnant une couverture incomple`te
(a` part pour l’imagerie a` l’e´chelle globale...) et contribuant a` renforcer le caracte`re mal pose´
du proble`me inverse. Celui-ci est donc d’autant plus difficile a` re´soudre a` cause des proble`mes
de fortes non-line´arite´s et de non-unicite´.
Notons qu’un point majeur de la me´thode d’inversion des formes d’onde re´side dans le fait
qu’elle utilise tout le champ d’ondes sans hypothe`se particulie`re. Ainsi, la me´thode peut eˆtre
applique´e a` toutes les e´chelles pour imager tous types de cibles. La me´thode a principalement
e´te´ de´veloppe´e jusqu’a` aujourd’hui pour des applications de sismique active a` l’e´chelle de l’ex-
ploration pe´trolie`re (voir par exemple Ravaut et al., 2004; Sirgue et al., 2009; Brenders et al.,
2009). Cependant, la me´thode peut sans restriction s’appliquer a` la sismique pour des e´chelles
de proche surface (Gelis et al., 2007; Effelsen, 2009; Romdhane et al., 2009), crustale ou li-
thosphe´rique (Operto et al., 2006; Brenders & Pratt, 2007b), voir de Terre globale. Elle peut
e´galement s’appliquer a` d’autres physiques comme les e´quations de Maxwell en e´lectromagne´-
tique (Lopes, 2009). Enfin, on pourrait voir des applications sur des objets divers en controˆle
non-destructif ou en imagerie me´dicale.
Le proble`me direct
Le proble`me direct du processus d’inversion consiste a` calculer les champs d’ondes dans un
mode`le nume´rique du sous-sol. En faisant l’hypothe`se que le milieu peut eˆtre arbitrairement
he´te´roge`ne dans toutes les directions de l’espace, le proble`me direct se rame`ne a` calculer les
solutions du syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles qui re´git la propagation des ondes.
Notons que dans cet optique, le proble`me direct n’est pas line´arise´ comme cela peut eˆtre le
cas dans d’autres me´thodes d’imagerie. La re´solution du proble`me direct permet de calculer le
champ d’ondes complet : ondes re´fle´chies, re´fracte´es, multiplement re´fle´chies et diffracte´es.
En faisant l’hypothe`se de la propagation acoustique, les ondes cisaillantes sont ne´glige´es
et seules les ondes de compression sont mode´lise´es. Cette approximation est souvent faite car
certaines configurations d’acquisition y sont favorables ; un pre´traitement des donne´es permet de
supprimer une partie de l’empreinte des ondes cisaillantes ; et c’est une solution plus e´conomique
en terme de calcul. En prenant en compte la propagation e´lastique des ondes, on se rapproche
de la re´alite´ en mode´lisant les diffe´rents types d’ondes sismiques : ondes converties, ondes de
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surfaces... en payant le prix de calcul sous-jacent. Que ce soit pour l’approximation acoustique
ou e´lastique, seuls les phe´nome`nes de propagation line´aires 3 sont ge´ne´ralement conside´re´s.
Le proble`me inverse
Le proble`me inverse de l’inversion des formes d’ondes est, comme nous l’avons de´ja` souligne´,
fortement non-line´aire et mal pose´. Dans le but de produire des images haute re´solution du
milieu, le nombre de parame`tres a` estimer dans le mode`le est conse´quent pour des ge´ome´tries
2D ou 3D. Le couˆt nume´rique de re´solution du proble`me direct impose, avec les moyens de calcul
actuels, de ne pouvoir envisager de recherche globale ou semi-globale non-line´aire dans l’espace
des mode`les. En pratique, le proble`me inverse est donc re´solu de manie`re line´arise´e et ite´rative,
sous la forme d’un proble`me d’optimisation locale autour du mode`le de de´part. L’approche
inverse line´arise´e permet de pouvoir envisager la re´solution du proble`me avec les moyens de
calcul actuels, mais souffre de plusieurs limitations lie´es a` cette approximation : un mode`le de
de´part suffisamment pre´cis doit eˆtre disponible afin d’assurer la convergence du processus. De
plus, l’approche inverse line´arise´e ne permet d’exploiter que les simples diffractions pre´sentes
dans les donne´es. Enfin, meˆme si l’approche inverse line´arise´e re´duit conside´rablement le nombre
de simulations, le proble`me inverse n’en reste pas moins fortement non-line´aire et ne´cessite
diffe´rents niveaux de re´gularisation pour assurer la convergence vers le minimum global.
L’inversion e´lastique
Depuis une vingtaine d’anne´e, les applications d’inversion des formes d’ondes ont princi-
palement e´te´ base´es sur l’approximation acoustique pour la reconstruction du parame`tre de
vitesse d’onde P (VP ). Ce choix est motive´ par le couˆt moindre du proble`me direct acoustique,
compare´ a` la mode´lisation e´lastique ; par le fait que la reconstruction d’un seul parame`tre phy-
sique, en supposant que les autres parame`tres sont connus ou empiriquement lie´s au parame`tre
image´, donne un proble`me inverse moins non-line´aire et donc plus simple a` re´soudre ; par le
fait que le mode`le de de´part pour le parame`tre de vitesses d’onde S est souvent proble´matique
a` construire ; et par le fait que le parame`tre VP est ge´ne´ralement dominant dans les donne´es.
Ce choix est donc une approximation valide dans de nombreux cas.
Cependant, l’approximation acoustique est limite´e en certains points : il est difficile d’en-
visager la reconstruction de parame`tres secondaires, tel que la densite´ ou l’atte´nuation qui
influent principalement sur les amplitudes des ondes, si le proble`me direct ne mode´lise pas
fide`lement les amplitudes. Or, en ne´gligeant le parame`tre de vitesse S (VS), parame`tre non
ne´gligeable dans la re´ponse AVO des milieux a` offsets interme´diaires et longs, la mode´lisation
des amplitudes est biaise´e. Dans certaines applications d’acquisitions terrestres, la signature
du parame`tre VS est tre`s marque´e dans les donne´es et les pre´traitements pour supprimer sa
signature ne sont pas toujours faciles a` mettre oeuvre. En particulier pour l’imagerie de la
proche surface, les ondes de surface, tre`s e´nerge´tiques, sont proches temporellement des autres
arrive´es et sont donc delicates a` supprimer. Enfin, la connaissance du parame`tre VS , combine´ a`
VP , permet de de´terminer certains attributs des roches (porosite´, saturation), ame´liorant ainsi
la caracte´risation de certaines zones ge´ologiques (proche surface, re´servoirs). L’utilisation de la
3. Comme nous l’introduirons dans le chapitre 1 les phe´nome`nes de propagation line´aires sont lie´s aux diffe´-
rentes line´arisations ope´re´es dans les relations de´placements/de´formations/contraintes.
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me´thode d’inversion des formes d’ondes base´e sur une physique de propagation e´lastique est
donc ne´cessaire dans de nombreuses applications.
Temps ou fre´quence ?
Historiquement, la me´thode d’inversion des formes d’ondes fut de´veloppe´e et utilise´e dans
les anne´es 80 dans le domaine espace/temps (Tarantola, 1984, 1987; Gauthier et al., 1986;
Mora, 1989; Crase et al., 1990, 1992). Dans ce domaine, les donne´es sont repre´sente´es par
des sismogrammes temporels. Les premie`res applications de la me´thode souffraient d’une part
d’un couˆt de calcul prohibitif, limitant le nombre d’ite´rations possibles, et d’autre part d’un
choix inadapte´ des dispositifs d’acquisition a` court offset. Ces configurations limitent la possi-
bilite´ d’imager les grandes longueurs d’onde du milieu et rendent par conse´quent le processus
fortement non-line´aire.
Au de´but des anne´es 90, Pratt & Worthington (1990); Pratt (1990) propose`rent d’effec-
tuer l’inversion dans le domaine espace/fre´quence pour des ge´ome´tries d’acquisition a` grands
offsets 4. Dans ce domaine, les donne´es observe´es sont calcule´es par transforme´es de Fourier
des donne´es temporelles, et repre´sente´es par des nombres complexes. La configuration propo-
se´e est tre`s astucieuse : les grands offsets permettent de reconstruire les grandes longueurs
d’ondes du milieu, e´le´ment indispensable a` la convergence du syste`me ite´ratif et qui manquait
aux applications en domaine temporel de l’e´poque. Par ailleurs, la grande plage des angles
d’ouverture, lie´e au choix de l’acquisition, couple´e a` l’e´chantillonnage des fre´quences procurent
une redondance dans le domaine des nombres d’ondes image´s. Ainsi, l’inversion peut se limiter
a` seulement quelques fre´quences discre`tes bien choisies sans risquer de sous-e´chantillonner les
nombres d’ondes image´s (Sirgue & Pratt, 2004). De plus, le fait de commencer l’inversion depuis
les basses fre´quences, puis de monter progressivement vers les hautes fre´quences, procure un
caracte`re hie´rarchique qui minimise la non-line´arite´ de l’inversion : les grandes structures du
milieux sont d’abord image´es avant d’injecter des de´tails de plus en plus fins. Notons qu’une
approche voisine fut de´veloppe´e en domaine temporel par Bunks et al. (1995). Ensuite, il ap-
paraˆıt que pour des ge´ome´tries 2D, pour quelques fre´quences et de nombreuses sources, il est
moins couˆteux, en temps de calcul, de re´soudre le syste`me d’e´quations d’onde en domaine
espace/fre´quence qu’en domaine espace/temps (Nihei & Li, 2007). Enfin, la prise en compte
de l’atte´nuation intrinse`que du milieu se fait trivialement en domaine fre´quentiel (Tokso¨z &
Johnston, 1981), ce qui n’est pas le cas en domaine temporel. En utilisant la strate´gie de Pratt,
de nombreuses applications furent mene´es a` bien durant les vingt dernie`res anne´es. Par la suite,
nous effectuerons l’inversion dans le domaine espace/fre´quence.
Plan et enjeux
Afin de mener l’inversion des formes d’onde e´lastiques en domaine fre´quentiel, diffe´rents
aspects de de´veloppement d’outils et d’applications doivent eˆtre mene´s. Ce manuscrit est donc
se´pare´ en deux parties.
Dans une premie`re partie, je de´veloppe les aspects lie´s aux me´thodes et outils ne´cessaires
a` l’inversion des formes d’ondes e´lastiques. Le chapitre 1 est consacre´ a` la re´solution du pro-
4. Historiquement, Pratt & Worthington (1990); Pratt (1990) travaillaient sur des applications 2D avec des
ge´ome´tries d’acquisition en entre-puits.
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ble`me direct du processus d’imagerie. Le proble`me direct requiert de calculer les solutions en
domaine fre´quentiel du champ d’ondes complet en milieu he´te´roge`ne. Afin de s’affranchir de
certaines limites et contraintes des me´thodes de diffe´rences finies et d’e´le´ments finis continus,
je de´veloppe une me´thode de type e´le´ments finis Galerkin discontinus permettant d’utiliser
des maillages triangulaires. En utilisant diffe´rents ordres d’interpolation, le me´lange des ordres
et l’utilisation de maillages non-structure´s, la me´thode de´veloppe´e se re´ve`le flexible et permet
de s’adapter a` des cas d’e´tude d’e´chelles et de complexite´s tre`s varie´es. Dans le chapitre 2,
j’introduis les e´le´ments the´oriques du proble`me inverse line´arise´. Les me´thodes de re´solution
des proble`mes d’optimisation locaux sont aborde´es ainsi que les me´thodes d’obtention de mo-
de`les de de´part. Le chapitre 3 pre´sente les aspects algorithmiques de l’outil d’inversion des
formes d’ondes. La me´thode d’inversion est par nature consommatrice de ressources informa-
tiques pour la re´solution des proble`mes directs et inverses. Je discuterai des algorithmes, de
l’imple´mentation et des performances de l’outil de´veloppe´ dans le contexte de calcul paralle`le
a` hautes performances, permettant d’envisager des cibles d’imagerie d’e´chelles varie´es.
Dans la deuxie`me partie de ce manuscrit, je pre´sente des applications d’inversion et
les proble´matiques sous-jacentes. Le chapitre 4 est consacre´ a` des applications synthe´tiques
re´alistes en domaines terrestre et marin. Ces deux environnements permettent d’illustrer les
proble´matiques spe´cifiques lie´es a` l’inversion de donne´es multicomposantes pour des reconstruc-
tions e´lastiques multiparame`tres. Nous montrons que le sche´ma classique utilise´ pour l’inversion
monoparame`tre de VP sous l’approximation acoustique se re´ve`le inefficace, et que des niveaux
de hie´rarchisation et de re´gularisation supple´mentaires sont ne´cessaires pour converger vers
le minimum global du proble`me. Le chapitre 5 se focalise sur la sensibilite´ de l’inversion en
domaine fre´quentiel. En effet, seulement quelques fre´quences discre`tes sont ge´ne´ralement in-
verse´es en domaine fre´quentiel. Une e´tude de sensibilite´ est mene´e avec l’inversion de donne´es
bruite´es. Cette e´tude permet de mettre en e´vidence les limites de l’approche classique base´e sur
une fonctionnelle aux moindres carre´ et montre que des fonctionnelles plus robustes, comme
la norme L1, sont des alternatives de choix dans le contexte d’inversion de donne´es de´cime´es.
Enfin une application acoustique sur les donne´es re´elles du champ de Valhall est pre´sente´e pour
l’application des normes L2 et L1 dans le contexte de donne´es pe´trolie`res de bonne qualite´.
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Chapitre 1
La mode´lisation de la propagation
des ondes e´lastiques en 2D
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Dans ce chapitre, je vais tout d’abord introduire les e´quations de propagation des ondes
dans les milieux e´lastiques. Ces e´quations doivent eˆtre re´solues dans des milieux arbitrairement
he´te´roge`nes afin de constituer le moteur du proble`me direct de l’algorithme d’inversion des
formes d’ondes. Afin d’envisager cette inversion dans le domaine espace/fre´quence, je discuterai
du choix du domaine de re´solution du proble`me direct. Pour des applications a` deux dimensions,
nous verrons que le choix du domaine fre´quentiel s’impose naturellement. Lorsque le proble`me
est formule´ en fre´quence, un syste`me line´aire creux de grande taille doit eˆtre re´solu pour chaque
fre´quence conside´re´e, syste`me qui peut eˆtre re´solu par diverses me´thodes d’alge`bre line´aire que
j’introduirai. Pour re´soudre les e´quations de l’e´lastodynamique, des me´thodes nume´riques de
discre´tisation d’e´quations aux de´rive´es partielles seront introduites, en particulier la me´thode
d’e´le´ments finis Galerkin Discontinus que nous avons choisie, avec des interpolations de bas
ordres.
1.1 E´quations de l’e´lastodynamique line´aire
La propagation des ondes dans les milieux e´lastiques, que nous allons conside´rer pour les
applications de sismique, est gouverne´e par les e´quations de l’e´lastodynamique line´aire. Ces
e´quations de´coulent des principes de la me´canique des milieux continus line´aire, qui assurent
d’une part la conservation de la quantite´ de mouvement et d’autre part, qui relie line´airement
de´placements, de´formations et contraintes dans la matie`re. Je rappellerai ici uniquement les
principes ge´ne´raux qui me`nent aux e´quations de l’e´lastodynamique, le lecteur pouvant se re´fe´rer
a` des ouvrages ge´ne´raux de propagation d’onde pour de plus amples de´tails (Aki & Richards,
2002; Chapman, 2004).
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1.1 E´quations de l’e´lastodynamique line´aire
1.1.1 E´quilibre des forces : conservation de la quantite´ de mouvement
La premie`re e´tape a` conside´rer est l’e´quilibre des forces pour tout e´le´ment infinite´simal de
matie`re en mouvement. Pour cela, conside´rons un re´fe´rentiel fixe dans l’espace et le temps.
Un point mate´riel de l’espace a` trois dimensions est positionne´ en x0 = (x0, y0, z0)
t dans ce
re´fe´rentiel, a` un temps de re´fe´rence t0. Sa position a` un temps ulte´rieur t e´tant x, le vecteur
de´placement du point est alors de´fini par u = x− x0. Son vecteur vitesse peut alors eˆtre e´crit
∂u
∂t et son vecteur acce´le´ration
∂2u
∂t2
.
Conside´rons un e´le´ment de volume V dans une repre´sentation lagrangienne de l’espace en
coordonne´es carte´siennes. Ce volume est ferme´ et il est soumis a` la loi de conservation de la
masse M(t) :
dM(t)
dt
= 0. (1.1)
Nous pouvons alors appliquer le principe fondamental de la dynamique (deuxie`me loi de New-
ton) sur l’e´le´ment, avec invariance temporelle de la masse :∫∫∫
V
ρ
∂2u
∂t2
dV =
∫∫∫
V
FdV +
∫∫
S
TdS. (1.2)
Cette relation de conservation de la quantite´ de mouvement relie l’acce´le´ration de chaque
e´le´ment de V et de masse volumique ρ, aux efforts exte´rieurs produits par des densite´s de
forces de volume F, et des forces de surface T applique´es sur la surface exte´rieure S du volume
V . Chaque composante i des forces de surface T peut eˆtre reformule´es comme :
Ti = σijnj , (1.3)
ou` l’expression sous entend une sommation implicite sur les indices (convention de sommation
d’Einstein), tout comme dans les expressions suivantes. σij est le tenseur des contraintes et nj
est la j-ie`me composante du vecteur normal a` S.
Le the´ore`me de la divergence permet de transformer l’inte´grale de surface des forces surfa-
ciques en inte´grale de volume :∫∫
S
σijnjdS =
∫∫∫
V
∂jσijdV, (1.4)
ou` ∂j repre´sente la de´rive´e partielle selon la direction j. Nous pouvons ainsi de´duire l’expression
de la conservation de la quantite´ de mouvement sous forme locale
ρ
∂2ui
∂t2
= Fi + ∂jσij . (1.5)
1.1.2 Line´arite´ de´placement/de´formation
Une deuxie`me e´tape consiste a` relier les de´placements des particules e´le´mentaires de matie`re
en de´formation adimensionnelle. La me´canique des milieux continus permet de relier le tenseur
des de´formations aux de´placements par e´tude de l’allongement entre deux points d’un corps
de´forme´. Nous pouvons ainsi exprimer le tenseur (syme´trique) des de´formations ǫij
ǫij =
1
2
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
+
∂uk∂uk
∂xi∂xj
)
. (1.6)
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Cette de´finition ge´ne´rale du tenseur ǫij est non-line´aire par rapport aux de´placements. Cepen-
dant, pour la proble´matique de propagation d’ondes qui engendre des petits de´placements des
particules autour de leurs positions d’e´quilibre (au moins pour les particules localise´es loin de
la source sismique...), l’hypothe`se des petites de´formations peut eˆtre applique´e. En supposant
des petits de´placements et des petites de´formations, les termes de second d’ordre peuvent eˆtre
ne´glige´s, laissant place au tenseur des de´formations line´arise´es que nous utiliserons :
ǫij =
1
2
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
. (1.7)
1.1.3 Line´arite´ de´formation/contrainte : loi de comportement
La dernie`re e´tape permettant d’e´tablir les e´quations de l’e´lastodynamique est le lien entre
de´formations et contraintes. Ce lien est ge´ne´ralement appele´ loi de comportement et mode´lise
la rhe´ologie du milieu conside´re´ (mode`le e´lastique, e´lasto-plastique, visco-e´lasto-plastique...).
Un de´veloppement limite´ de Taylor du tenseur de contraintes permet de lier contraintes et
de´formations par l’interme´diaire de tenseurs d’ordres e´leve´s repre´sentants la loi de comporte-
ment :
σij = σ
0
ij + Cijklǫkl +Dijklmnǫklǫmn +O(ǫ3). (1.8)
σ0ij repre´sente la pre´contrainte en l’absence de de´formation lorsqu’il n’y a pas de chargement
applique´ au mate´riau. Cijkl et Dijklmn sont des tenseurs d’ordre 4 et 6 repre´sentant respective-
ment les comportements line´aire et quadratique des contraintes par rapport aux de´formations.
Pour la proble´matique de propagation des ondes, nous conside´rons que le mode`le de com-
portement e´lastique line´aire est suffisamment re´aliste en champ lointain de la source. Nous
verrons par la suite dans la partie 1.5.1 comment l’atte´nuation intrinse`que des milieux peut
eˆtre introduite dans la propagation. Nous pouvons e´galement conside´rer que la pre´contrainte
est nulle 1.
Nous pouvons donc finalement conside´rer la loi de Hooke ge´ne´ralise´e liant line´airement les
tenseurs d’ordre 2 de contraintes et de de´formations par le tenseur C d’ordre 4 :
σij = Cijklǫkl. (1.9)
1.1.4 Milieux anisotropes versus isotropes, e´lastiques versus acoustiques...
quelle approximation choisir ?
Les syme´tries inhe´rentes aux tenseurs de de´formations et de contraintes, ainsi que des
conside´rations thermodynamiques sur le tenseur C, permettent de re´e´crire la loi de Hooke sous
une forme vectorielle et matricielle faisant apparaˆıtre 21 coefficients e´lastiques inde´pendants
1. Le terme de pre´contrainte pourrait eˆtre conserve´ sans engendrer de proble`me dans la formulation. Il
deviendrait nul dans les e´quations de l’e´lastodynamique qui s’inte´ressent uniquement aux de´rive´es temporelles
des contraintes.
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dans le cas le plus ge´ne´ral de mate´riaux anisotropes line´aires tricliniques :

σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6
 =

C11 C12 C13 C14 C15 C16
C12 C22 C23 C24 C25 C26
C13 C23 C33 C34 C35 C36
C14 C24 C34 C44 C45 C46
C15 C25 C35 C45 C55 C56
C16 C26 C36 C46 C56 C66


ǫ1
ǫ2
ǫ3
2ǫ4
2ǫ5
2ǫ6
 , (1.10)
les indices nume´riques e´tant relatifs a` des couples de directions spatiales :
(1, 2, 3, 4, 5, 6)t = (xx, yy, zz, yz, xz, xy)t . (1.11)
La Nature cre´e ge´ne´ralement des mate´riaux moins « bizarres » que les hommes 2. Les termes
e´lastiques de couplage entre contraintes normales et de´formations cisaillantes, et inversement
due a` la syme´trie du syste`me, sont ge´ne´ralement nuls. Ainsi, 9 coefficients non nuls caracte´risent
les mate´riaux orthorhombiques, cas le plus ge´ne´rique de l’anisotropie rencontre´e dans la nature
(Tsvankin, 2005)(cas d’argiles fracture´es par exemple). Cependant, des syme´tries isotropes sont
ge´ne´ralement observe´es dans les roches permettant de caracte´riser les mate´riaux VTI (Vertical
Transverse Isotropic), HTI (Horizontal Transverse Isotropic), TTI (Tilted Transverse Isotropic)
ge´ne´ralement parame´trise´s dans la communaute´ des sciences de la Terre par les 5 parame`tres
de Thomsen (1986) en 3D (4 en 2D).
Le cas le plus simple de mate´riaux e´lastiques est le cas isotrope, caracte´rise´ par deux para-
me`tres sous la forme des coefficients de Lame´ : λ (pas de signification physique directe) et µ
(module de cisaillement) :

σxx
σyy
σzz
σyz
σxz
σxy
 =

λ+ 2µ λ λ 0 0 0
λ λ+ 2µ λ 0 0 0
λ λ λ+ 2µ 0 0 0
0 0 0 µ 0 0
0 0 0 0 µ 0
0 0 0 0 0 µ


ǫxx
ǫyy
ǫzz
2ǫyz
2ǫxz
2ǫxy
 , (1.12)
ou sous forme du module d’Young E et du coefficient de Poisson ν, plus souvent utilise´s en
me´canique et de´finis par
E =
µ(3λ+ 2µ)
λ+ µ
ν =
λ
2(λ+ µ)
. (1.13)
Enfin, l’approximation acoustique de la propagation peut eˆtre faite (uniquement) a` partir
du syste`me isotrope en posant µ = 0 (ou ν = 0.5), e´quivalent au fait que les fluides (et gaz) ne
transmettent pas les contraintes cisaillantes.
2. J’ai travaille´ pendant mon DEA sur des mate´riaux composites a` base d’empilements de couches aniso-
tropes : les mate´riaux naturels sont en ge´ne´ral plus « sympathiques » que ce l’homme peut fabriquer...
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1.1.5 Les e´quations de propagation 3D
En nous inte´ressant dore´navant aux milieux e´lastiques isotropes, nous pouvons formuler les
e´quations de propagation des ondes dans ces milieux en de´placements/contraintes en reprenant
l’e´quation (1.5) et en combinant les e´quations (1.7) et (1.12)
ρ
∂2ux
∂t2
=
∂σxx
∂x
+
∂σxy
∂y
+
∂σxz
∂z
+ Fx
ρ
∂2uy
∂t2
=
∂σxy
∂x
+
∂σyy
∂y
+
∂σyz
∂z
+ Fy
ρ
∂2uz
∂t2
=
∂σxz
∂x
+
∂σyz
∂y
+
∂σzz
∂z
+ Fz
σxx = (λ+ 2µ)
∂ux
∂x
+ λ
∂uy
∂y
+ λ
∂uz
∂z
+ σxx0
σyy = λ
∂ux
∂x
+ (λ+ 2µ)
∂uy
∂y
+ λ
∂uz
∂z
+ σyy0
σzz = λ
∂ux
∂x
+ λ
∂uy
∂y
+ (λ+ 2µ)
∂uz
∂z
+ σzz0
σxy = µ
(
∂ux
∂y
+
∂uy
∂x
)
+ σxy0
σyz = µ
(
∂uy
∂z
+
∂uz
∂y
)
+ σyz0
σxz = µ
(
∂ux
∂z
+
∂uz
∂x
)
+ σxz0 , (1.14)
dans lesquelles les termes d’excitation sur les contraintes σij0 ont e´te´ ajoute´s. Notons que les
champs de de´placements ui et de contraintes σij sont de´pendantes de l’espace et du temps tandis
que les parame`tres physiques (λ, µ et ρ) de´pendent de l’espace et sont conside´re´s invariants
dans le temps (a` l’e´chelle du temps de la propagation des ondes).
Nous pouvons alors reformuler le syste`me (1.14) sous une forme plus classique de syste`me
hyperbolique d’ordre 1 mettant en jeux de fac¸on homoge`ne des de´rive´es premie`res sur le temps,
en remplac¸ant le champ de de´placements par le champ de vitesses de de´placements (Vi = ∂tui)
(Virieux, 1986a)
∂Vx
∂t
=
1
ρ
(
∂σxx
∂x
+
∂σxy
∂y
+
∂σxz
∂z
)
+ fx
∂Vy
∂t
=
1
ρ
(
∂σxy
∂x
+
∂σyy
∂y
+
∂σyz
∂z
)
+ fy
∂Vz
∂t
=
1
ρ
(
∂σxz
∂x
+
∂σyz
∂y
+
∂σzz
∂z
)
+ fz
∂σxx
∂t
= (λ+ 2µ)
∂Vx
∂x
+ λ
∂Vy
∂y
+ λ
∂Vz
∂z
+
∂σxx0
∂t
∂σyy
∂t
= λ
∂Vx
∂x
+ (λ+ 2µ)
∂Vy
∂y
+ λ
∂Vz
∂z
+
∂σyy0
∂t
∂σzz
∂t
= λ
∂Vx
∂x
+ λ
∂Vy
∂y
+ (λ+ 2µ)
∂Vz
∂z
+
∂σzz0
∂t
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Figure 1.1 – Sche´mas de propagation des ondes e´lastiques de volume (a) de compression (ondes
P) et (b) de cisaillement (ondes S).
∂σxy
∂t
= µ
(
∂Vx
∂y
+
∂Vy
∂x
)
+
∂σxy0
∂t
∂σyz
∂t
= µ
(
∂Vy
∂z
+
∂Vz
∂y
)
+
∂σyz0
∂t
∂σxz
∂t
= µ
(
∂Vx
∂z
+
∂Vz
∂x
)
+
∂σxz0
∂t
. (1.15)
Notons qu’apre`s la transformation du syste`me, les forces exte´rieures fi deviennent les de´rive´es
temporelles des densite´s volumiques de forces Fi du syste`me (1.14), divise´es par la masse
volumique ρ.
1.1.6 Quelles ondes ?
Le syste`me (1.15) peut eˆtre e´crit sous une forme compacte vectorielle
∂U
∂t
= A
∂U
∂x
+B
∂U
∂y
+ C
∂U
∂z
+
∂U0
∂t
, (1.16)
ou` le vecteur U = (Vx, Vy, Vz, σxx, σyy, σzz, σxy, σyz, σxz)
t.
L’analyse des valeurs propres des matrices A, B et C montrent que deux types d’ondes se
propagent dans le syste`me d’e´quations e´lastodynamique :
1. des ondes de vitesse VP =
√
λ+2µ
ρ appele´es ondes de compression ou ondes P (Figure
1.1(a)). Elles vibrent dans la direction de propagation des ondes. La de´nomination d’ondes
P est relative a` pressure ou premie`re, car elles sont les plus rapides. Ce sont les seules
ondes pre´sentes dans les milieux fluides.
2. des ondes de vitesse VS =
√
µ
ρ appele´es ondes de cisaillement ou ondes S (Figure 1.1(b)).
Elles vibrent dans le plan orthogonal a` la direction de propagation. La physique des roches
sur le coefficient de Poisson assure que VS <
VP√
2
. La de´nomination d’ondes S est relative
a` shear ou seconde, car elles se propagent plus lentement que les ondes P.
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1.1.7 L’approximation 2D de la propagation des ondes
Le syste`me d’e´quation e´lastodynamique 3D (1.15) peut eˆtre re´e´crit sous des hypothe`ses de
propagation a` une ou deux dimensions.
Le cas 1D fait l’hypothe`se de deux directions infinies d’invariance pour les proprie´te´s phy-
siques et les excitations (rendant par conse´quent les champs d’ondes e´galement invariants).
L’e´quation re´sultante est la formulation classique de propagation des ondes sur une corde.
Le cas 2D fait l’hypothe`se d’une seule direction infinie d’invariance. Cette direction est
ge´ne´ralement la direction y en sciences de la Terre, z en mathe´matiques. Bien suˆr, l’approxi-
mation 2D de la propagation, faite tout au long de ce travail, ne repre´sente pas exactement la
re´alite´ car elle ne prend pas en compte la propagation 3D des ondes : les effets 3D du milieu
de propagation et la vraie atte´nuation ge´ome´trique des champs d’ondes ne peuvent eˆtre pris
fide`lement en compte. Cependant, cette approximation est ge´ne´ralement faite par simplicite´ et
e´conomie sans re´sulter sur des propagations irre´alistes :
• on peut dans certains cas trouver une certaine invariance des proprie´te´s physiques du
milieu dans une des directions de l’espace, ce qui ve´rifie partiellement une des hypothe`ses
de l’approximation.
• le biais occasionne´ sur l’atte´nuation ge´ome´trique des champs d’ondes, duˆ a` la deuxie`me
hypothe`se d’une source line´ique infiniment longue en 2D, peut eˆtre partiellement corrige´
dans les champs d’ondes : correction de l’atte´nuation ge´ome´trique 3D (1/r) en 2D (1/
√
r
(Bleinstein, 1986; Williamson & Pratt, 1995).
• la re´solution du syste`me (1.15), par une me´thode nume´rique de re´solution d’e´quations
aux de´rive´es partielles (EDP), est beaucoup plus e´conomique en terme de calcul lorsque
le nombre de dimensions spatiales est minimum.
Ainsi, l’approximation 2D de la propagation des ondes classiquement faite en sciences de la
Terre est obtenue en annulant toutes les de´rive´es spatiales selon y dans les e´quations 3D (1.15),
et laisse place a` deux syste`mes inde´pendants.
Un premier syste`me est relatif a` la propagation des ondes P-SV, ondes de compression et
de cisaillement polarise´es uniquement dans le plan (x, z) :
∂Vx
∂t
=
1
ρ
(
∂σxx
∂x
+
∂σxz
∂z
)
+ fx
∂Vz
∂t
=
1
ρ
(
∂σxz
∂x
+
∂σzz
∂z
)
+ fz
∂σxx
∂t
= (λ+ 2µ)
∂Vx
∂x
+ λ
∂Vz
∂z
+
∂σxx0
∂t
∂σzz
∂t
= λ
∂Vx
∂x
+ (λ+ 2µ)
∂Vz
∂z
+
∂σzz0
∂t
∂σxz
∂t
= µ
(
∂Vx
∂z
+
∂Vz
∂x
)
+
∂σxz0
∂t
. (1.17)
Le deuxie`me syste`me est relatif a` la propagation des ondes SH, ondes de cisaillement pola-
rise´es dans les plans (x, y) et (y, z), invariantes dans la direction y et inde´pendantes des ondes
P-SV :
∂Vy
∂t
=
1
ρ
(
∂σxy
∂x
+
∂σyz
∂z
)
+ fy
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Figure 1.2 – Sche´mas de propagation des ondes e´lastiques de surface (a) de Love (ondes L) et
(b) de Rayleigh (ondes R).
∂σxy
∂t
= µ
(
∂Vy
∂x
)
+
∂σxy0
∂t
∂σyz
∂t
= µ
(
∂Vy
∂z
)
+
∂σyz0
∂t
. (1.18)
Lorsque on conside`re la propagation des ondes dans un espace borde´ d’une surface libre
(approximation de la surface de la Terre au dessus de laquelle re´side uniquement de l’air), des
ondes de surface se propagent pre`s de cette interface.
• Les ondes P et SV interfe`rent constructivement et ge´ne`rent des ondes de Rayleigh (1887)
donnant aux particules un mouvement elliptique re´trograde proche de la surface et pro-
grade plus en profondeur (Figure 1.2(b)). Leur vitesse de propagation VR de´pend princi-
palement de VS mais e´galement de VP . On peut montrer que leur vitesse satisfait toujours
la relation VR < VS (Rayleigh, 1887). Les ondes de Rayleigh se propagent et explorent
en profondeur proportionnellement a` la longueur d’onde (et donc de la fre´quence). Elles
sont donc naturellement dispersives de`s que le milieu devient he´te´roge`ne car la vitesse
de chaque fre´quence de´pend de la profondeur du milieu sonde´. Les ondes de Rayleigh
se propagent selon diffe´rents modes discrets qui satisfont tous les e´quations de propa-
gation et les conditions aux limites. Chaque mode propage un certain niveau d’e´nergie.
Le mode fondamental (le plus lent) contient ge´ne´ralement la plus forte e´nergie, mais
la re´partition de cette e´nergie de´pend de la fre´quence et de l’he´te´roge´ne´ite´ du milieu.
La dispersion des diffe´rents modes des ondes de Rayleigh est couramment utilise´e pour
l’imagerie de la proche surface (Nazarian & Stokoe, 1984). Enfin, les ondes de Rayleigh
portent ge´ne´ralement une grande e´nergie qui s’atte´nue moins que les ondes de volume
(atte´nuation ge´ome´trique en 1/
√
r en 3D, pas d’atte´nuation en 2D), cause principale des
de´gaˆts occasionne´s lors des se´ismes.
• Les ondes SH interfe`rent entre elles et donnent naissance sous certaines conditions des
proprie´te´s de VS dans le milieux, aux ondes de Love (1911) (Figure 1.2(a)). Ces ondes
sont e´galement dispersives. Je ne de´taillerai pas plus la propagation des ondes de Love,
propre aux ondes SH que nous n’utiliserons pas.
Par la suite, nous nous focaliserons uniquement sur les ondes P et SV re´gies par les e´quations
(1.17).
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1.2 Me´thodes de re´solution des syste`mes d’e´quations aux de´-
rive´es partielles
1.2.1 Introduction
Le syste`me 2D e´lastodynamique (1.17) des ondes P-SV (tout comme le syste`me 3D) peut
eˆtre re´solu de fac¸on analytique ou pseudo-analytique dans un certain nombre de configura-
tions simples de milieux : milieu homoge`ne, demi-espace homoge`ne avec surface libre (Garvin,
1956), milieu a` couches (Bouchon et al., 1989). Cependant, dans la perspective d’imagerie par
inversion des formes d’ondes, le syste`me doit pouvoir eˆtre re´solu dans des milieux arbitraire-
ment he´te´roge`nes. L’approche asymptotique du trace´ de rai (Cˇerveny´ et al., 1977) permet
d’envisager des milieux he´te´roge`nes sous l’approximation hautes fre´quences de la propagation.
Sous cette hypothe`se, la longueur d’onde doit eˆtre beaucoup plus petite que la taille des he´-
te´roge´ne´ite´s prises en compte dans le milieu. L’onde est exprime´e par le produit d’un terme
de phase fortement oscillant et d’un terme d’amplitude faiblement oscillant inde´pendant de la
fre´quence. Cette approximation laisse place a` l’e´quation eikonal et l’e´quation de transport qui
permettent respectivement de calculer le temps de trajet et l’amplitude d’une onde. Cependant,
il apparaˆıt qu’en pratique cette me´thode n’est valide qu’en milieux « lisses » et peu complexes,
la rendant non envisageable pour une imagerie haute re´solution.
Pour notre application qui requiert la solution du champ d’onde complet en milieu fortement
he´te´roge`ne, nous devons conside´rer des me´thodes nume´riques de calcul des de´rive´es partielles
dans un espace discret. Notons que les de´rive´es partielles spatiales et temporelles sont ge´ne´-
ralement discre´tise´es avec des me´thodes dissocie´es. Je de´veloppe ci-dessous quelques me´thodes
utilisables et utilise´es pour la propagation des ondes.
1.2.2 Diffe´rences finies
La me´thode des diffe´rences finies (DF) se montre tre`s naturelle car elle estime directement
chaque de´rive´e par un de´veloppement de Taylor. Le lecteur peut se rapporter a` l’ouvrage de
Moczo et al. (2004) qui donne une tre`s bonne introduction a` cette me´thode pour la re´solution
des e´quations d’ondes. Par exemple, si nous conside´rons deux points de l’espace i et i+ 1 sur
l’axe x, se´pare´s par une distance h et portant respectivement les champs discrets ui et ui+1.
Nous pouvons calculer la de´rive´e spatiale d’ordre 1 selon x au point i+ 1/2 :
∂ui+1/2
∂x
=
ui+1 − ui
h
+O(h2). (1.19)
Cet exemple illustre l’estimation de la de´rive´e par une diffe´rence centre´e d’ordre 2.
Les DF sont ge´ne´ralement utilise´es pour la discre´tisation des de´rive´es temporelles des e´qua-
tions d’ondes, quelque soit le choix fait pour la discre´tisation spatiale. Selon le sche´ma utilise´,
on peut soit se ramener a` une inte´gration temporelles explicite, ou` les champs d’ondes a` un
temps t sont calcule´s a` partir des champs au(x) temps discret(s) pre´ce´dent(s) ; soit a` un sche´ma
implicite ou` la re´solution d’un syste`me line´aire est ne´cessaire a` chaque pas de temps. Les sche´-
mas explicites sont en principe pre´fe´re´s pour des applications de grandes tailles a` cause du couˆt
nume´rique important de re´solution des sche´mas implicites.
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Concernant la discre´tisation spatiale, la me´thode des diffe´rences finies est tre`s utilise´e en
sciences de la Terre pour re´soudre les e´quations de propagation d’ondes (Virieux, 1986a; Le-
vander, 1988; Moczo et al., 2004; Bohlen & Saenger, 2006). Cette utilisation massive est la
conse´quence de plusieurs phe´nome`nes couple´s : la grande simplicite´ de cette me´thode, du point
de vue the´orique comme de l’imple´mentation, rend son utilisation attractive et tre`s efficace d’un
point de vue informatique. De plus, les objets d’e´tudes dans lesquels des ondes doivent eˆtre
mode´lise´es en sciences de la Terre peuvent souvent eˆtre repre´sente´s par des formes simples :
rectangles, paralle´le´pipe`des, cercles, boules. Ces formes sont facilement discre´tise´es avec des
grilles re´gulie`res, discre´tisations les plus courantes en DF.
Cependant, cette simplicite´ et l’utilisation de grilles re´gulie`res (carre´es ou cubiques) donnent
lieu a` certaines limitations. En effet, le pas de la grille nume´rique de discre´tisation est de´fini
par rapport a` la longueur d’onde minimale mode´lise´e (de´pendante de la fre´quence maximale et
de la vitesse de propagation minimale) pour limiter les phe´nome`nes de dispersion nume´rique.
Ainsi, pour une grille uniforme, la discre´tisation spatiale est contrainte par la vitesse minimale
dans le milieu meˆme si cette dernie`re ne repre´sente qu’une infime partie du mode`le. Certains
auteurs (Moczo et al., 1997) ont de´veloppe´ des DF sur grilles de´forme´es, raffine´es proche de
la surface libre par exemple, ou` les vitesses de propagation sont plus lentes. Cependant, les
de´formations doivent rester lisses pour ne pas introduire d’effets parasites dans les solutions,
pouvant limiter les applications possibles.
Une deuxie`me limitation des DF est la repre´sentation de la surface libre en cas de topo-
graphies complexes. En effet, la repre´sentation carte´sienne du milieu par DF approxime la
topographie par une succession de marches d’escalier qui peut engendrer des diffractions para-
sites dans le champ d’ondes si le pas de la grille est trop grossier. Cette contrainte ame`ne un
sure´chantillonnage de l’ensemble du milieu afin de repre´senter fide`lement la propagation des
ondes de Rayleigh par exemple. Ainsi, Saenger & Bohlen (2004); Bohlen & Saenger (2006) ont
montre´ qu’une discre´tisation de plus de 60 points par longueur d’onde S e´tait ne´cessaire avec
un sche´ma nume´rique d’ordre 2 (stencil de Saenger et al. (2000)) pour mode´liser pre´cise´ment
la propagation des ondes de Rayleigh dans un mode`le avec une topographie gaussienne. Une
discre´tisation de 15 points par longueur d’onde S est suffisante pour la propagation des ondes de
volume avec ce meˆme sche´ma, signifiant qu’un sure´chantillonnage d’un facteur 16 est ne´cessaire
en 2D et 64 en 3D. Notons que des approches plus e´labore´es d’interfaces fictives immerge´es
peuvent mode´liser tre`s pre´cise´ment les topographies complexes en DF (Lombard et al., 2008).
Cependant, ces approches ne sont actuellement de´veloppe´es que pour des re´solutions tempo-
relles par sche´mas explicites d’inte´gration et pour des ge´ome´tries 2D.
Enfin, une dernie`re limitation des DF, particulie`rement pour la re´solution des e´quations
e´lastodynamiques en fre´quence, est le choix de l’ordre du sche´ma. En effet, comme nous le
verrons plus en de´tail dans la partie 1.4, pour une me´thode de re´solution par factorisation LU,
le choix d’un sche´ma nume´rique a` support compact en espace est primordial pour re´duire le couˆt
d’utilisation me´moire. Or, les sche´mas DF d’ordre e´leve´s, les plus pre´cis, sont les plus e´tendus
spatialement, ce qui rend leur utilisation inenvisageable. L’utilisation de sche´mas a` support
compact, comparables aux sche´mas d’ordre 2 est donc primordiale (Hustedt et al., 2004). Des
sche´mas mixtes couplant plusieurs stencils d’ordre 2 et donnant une pre´cision similaire a` des
sche´mas d’ordre 4 ont ainsi e´te´ efficacement conc¸us pour re´soudre l’e´quation d’onde acoustique,
avec une discre´tisation de 4 points par longueur d’onde minimale (Jo et al., 1996; Hustedt et al.,
2004; Operto et al., 2007). Cependant, ce type de sche´ma est difficilement envisageable pour la
propagation des ondes e´lastiques, le couplage optimal entre les diffe´rents sche´mas nume´riques
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e´tant fortement de´pendant du coefficient de Poisson dans le milieu (Stekl & Pratt, 1998),
rendant leur utilisation de´licate dans des milieux he´te´roge`nes.
1.2.3 Me´thodes pseudo-spectrales
Les me´thodes pseudo-spectrales (Fornberg, 1996) re´solvent les EDP en s’appuyant sur des
bases d’interpolations exponentielles complexes par des allers et retours dans les domaines
de Fourier spatiaux (domaines des nombres d’ondes). Ainsi, chaque de´rive´e partielle dans le
domaine spatial se simplifie en un simple produit dans le domaine de Fourier :
∂u
∂x
= T F−1(−ikxT F(u(x))) = T F−1(−ikxU(kx)), (1.20)
ou` T F est la transforme´e de Fourier (TF), i le nombre imaginaire pur et kx le vecteur nombre
d’onde dans la direction x. Ces me´thodes se re´ve`lent tre`s pre´cises pour la re´solution des e´qua-
tions d’ondes graˆce a` leurs bases d’interpolations tre`s naturelles pour les solutions oscillantes.
Des discre´tisations tre`s laˆches sont autorise´es, pouvant eˆtre a` la limite du the´ore`me d’e´chan-
tillonnage (2 points par longueur d’onde). Pour re´soudre les syste`mes 2D ou 3D dans le domaine
temporel avec un sche´ma d’inte´gration en temps explicite, des TF directes et inverses sont ne´-
cessaires a` chaque pas de temps. Les applications 3D posent encore aujourd’hui des proble`mes
de performances informatiques pour les ope´rations de transposition de matrices 3D, ne´cessaires
a` l’application des TF sur la troisie`me dimension. Cependant, ces me´thodes se montrent plus
efficaces que des me´thodes DF d’ordre 16 ou 20 tout en e´tant plus pre´cises (Chu & Stoffa,
2008), graˆce aux de´veloppements re´cents de librairies informatiques de TF rapides multidimen-
sionnelles tre`s performantes (Frigo & Johnson, 2005). Ces me´thodes restent ne´anmoins base´es
sur des grilles carte´siennes re´gulie`res posant des proble`mes similaires au DF lorsque des topo-
graphies complexes et/ou des milieux a` forts contrastes de vitesses sont envisage´s. Enfin, pour
re´soudre la version fre´quentielle du syste`me e´lastodynamique, la grande e´tendue de l’ope´rateur
de TF (sur tout le domaine) rend son application inenvisageable, des ope´rateurs compacts e´tant
essentiels.
1.2.4 Ele´ments finis
La me´thode des e´le´ments finis (EF) (Zienkiewicz et al., 2005) permet de re´soudre les EDP
sous forme variationnelle. La solution est approxime´e sur des bases de fonction, ge´ne´ralement
polynomiales, de´finie sur des noeuds localise´s dans des e´le´ments discre´tisant le milieux. Les
e´le´ments « communiquent » par les noeuds qu’ils partagent a` leurs interfaces. La solution
calcule´e est donc continue dans l’espace et nous pouvons qualifier cette me´thode d’e´le´ments finis
continus par opposition aux me´thodes discontinues introduites par la suite. Les EF permettent
tre`s naturellement de prendre en compte des conditions aux limites comme la surface libre,
et sont tre`s bien adapte´s pour l’application a` des maillages non-structure´s, permettant de
repre´senter fide`lement une topographie complexe ou des structures ge´ologiques. Les e´quations
e´lastodynamiques ont e´te´ re´solues par EF par diffe´rents auteurs (Marfurt, 1984; Bielak et al.,
2003; Yoshimura et al., 2003; Koketsu et al., 2004), en utilisant des bases de polynoˆmes d’ordre
faibles. Cependant, comme pour les DF, la discre´tisation ne´cessaire pour des solutions pre´cises
reste relativement fine et couˆteuse.
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1.2.5 Ele´ments spectraux
Pour palier le sure´chantillonnage spatial des EF, les e´le´ments finis d’ordres e´leve´s, appele´ (a`
tord) e´le´ments spectraux (ES) (Faccioli et al., 1997; Komatitsch & Vilotte, 1998; Chaljub et al.,
2003; Vilotte et al., 2005), ont e´te´ de´veloppe´s sur des bases de polynoˆmes de Legendre et des
re`gles de quadrature nume´rique de Gauss-Lobatto-Legendre, donnant un taux de convergence
« spectral » lors de la monte´e en ordre d’interpolation. De plus, cette formulation permet d’ob-
tenir une matrice de masse naturellement diagonale, ne ne´cessitant pas d’inversion de matrice,
contrairement aux EF « classiques ». Cette variante des e´le´ments finis continus est aujourd’hui
massivement utilise´e en sismologie graˆce a` la discre´tisation relativement grossie`re de l’espace et
la grande pre´cision des solutions qu’elle offre. Cependant, un frein majeur subsiste : le maillage.
En effet, les ES « classiques » s’appuient sur des discre´tisations de l’espace par quadrangles en
2D et paralle´le´pipe`des en 3D, discre´tisations difficiles a` mettre en oeuvre dans de nombreuses
applications, compare´ a` des maillages triangulaires (2D) et te´trae´driques (3D). Actuellement,
ces limitations tendent a` eˆtre leve´es. Des e´quipes de recherche tentent activement d’e´tendre
les ES sur des maillages triangulaires et te´trae´driques (Dubiner, 1991; Pasquetti & Rapetti,
2004; Mercerat et al., 2006; Pasquetti & Rapetti, 2006), sur lesquels les quadratures classiques
de Gauss-Lobatto-Legendre ne sont pas de´finies, tandis que d’autres tentent de de´velopper de
performants mailleurs paralle´le´pipe´diques (Casarotti et al., 2007). Notons enfin que la me´thode
d’ES tout comme les EF, ne permet pas d’envisager simplement le contact entre milieux solides
et liquides pour lequel le parame`tre µ est nul. Des conditions de continuite´ doivent eˆtre ex-
plicitement formule´es entre les e´quations discre´tise´es de l’e´lastodynamique et de l’acoustique,
rendant les applications de sismique marine plus contraignantes.
1.2.6 Galerkin discontinus
Dans les anne´es 70, une autre variante des EF « classiques » a e´te´ de´veloppe´e sous une forme
discontinue, appele´e Galerkin discontinus (GD), pour les e´quations de transport de neutrons
(Reed & Hill, 1973). Cockburn et al. (2000) pre´sentent un ouvrage de synthe`se sur ces me´thodes.
Les GD ont e´te´ utilise´s pour re´soudre les e´quations d’ondes e´lectromagne´tiques (Remaki, 2000)
et ont re´cemment e´te´ introduits pour la propagation des ondes e´lastiques (Ka¨ser & Dumbser,
2006; Dumbser & Ka¨ser, 2006; Ka¨ser et al., 2007; de la Puente et al., 2007; Dumbser et al.,
2007) et la rupture sismique (BenJemaa et al., 2009). Cette me´thode peut eˆtre de´veloppe´e sur
des maillages triangulaires et te´trae´driques, leur donnant un certain avantage sur les ES. Les
champs e´tant calcule´s de manie`re discontinue, les cellules du maillage « communiquent » via
des flux nume´riques sans partager de noeuds communs. Cette caracte´ristique donne une grande
flexibilite´ dans le choix des interpolations entre e´le´ments voisins (me´lange des ordres possibles
entre e´le´ments voisins) et la possibilite´ d’utiliser des maillages non-conformes (Fahs, 2007;
Fahs & Lanteri, 2008). Notons le cas particulier d’utilisation de fonction de base polynomiale
d’ordre 0 (interpolation P0, fonction constante par cellule) donnant la meˆme formulation que la
me´thode de volumes finis de meˆme ordre (LeVeque, 2002). Remarquons tout de meˆme qu’a`
maillage et ordre d’interpolation e´quivalents, les me´thodes GD conside`rent plus de degre´s de
liberte´ que les EF ou ES, chaque e´le´ment posse´dant ses propres degre´s de liberte´ parfois pour
une meˆme position physique des noeuds.
Pour les applications pre´sente´es dans ce travail, nous utiliserons la me´thode Galerkin
discontinus avec des ordres d’interpolation faibles comme je le justifierai par la suite. Ainsi,
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nous pourrons tirer be´ne´fice de l’utilisation de maillages triangulaires non-structure´s ; de l’ordre
d’interpolation P0 tre`s efficaces pour certaines applications car tre`s proche des me´thodes de
diffe´rences finies ; et de pouvoir envisager des contacts fluide/solide de ge´ome´tries quelconques,
sans condition d’interface particulie`re.
1.3 Conditions aux limites
Pour la re´solution nume´rique d’EDP telle que l’e´lastodynamique, nous ne pouvons conside´-
rer les e´quations « brutes » valables seulement en domaine infini. Afin que le syste`me d’e´qua-
tions soit consistant et donne une unique solution, des conditions aux limites spatiales et tem-
porelles doivent eˆtre impose´es.
1.3.1 Conditions initiales
Des conditions initiales doivent tout d’abord eˆtre impose´es pour le temps « initial » de la
propagation, spe´cifiant l’e´tat des champs d’ondes. Le syste`me e´lastodynamique e´tant hyperbo-
lique d’ordre 1 et faisant intervenir deux champs vectoriels (de vitesses et de contraintes), les
conditions initiales ne´cessaires peuvent eˆtre :
• des conditions de Dirichlet (champ impose´) au temps t = 0 pour les deux champs vecto-
riels des e´quations.
• un couple conditions de Dirichlet et conditions de Neumann (de´rive´e du champ impose´e,
ici de´rive´e temporelle) sur un des champs vectoriels, au temps t = 0.
Le choix de l’une ou l’autre des conditions permet de de´finir de fac¸on unique l’e´tat du syste`me
au temps t = 0.
Dans la pratique, la propagation des ondes a` partir d’un point (ou zone) source, comme
c’est le cas en sismique, s’effectue ge´ne´ralement dans un milieu initialement au repos et non
perturbe´. Une condition de type Dirichlet sur l’ensemble des champs tel que U(t = 0) = 0
est donc ge´ne´ralement utilise´e. Nous pourrions e´galement imposer un e´tat de champs non nul,
pour la mode´lisation d’ondes planes par exemple, cre´ant implicitement l’excitation du milieu.
1.3.2 Terme source
Lorsque le syste`me est « initialise´ » par des conditions initiales nulles, il doit eˆtre excite´
par une source d’e´nergie afin de ge´ne´rer des ondes. En sismique et sismologie, les sources sont
ge´ne´ralement localise´es dans une zone re´duite de l’espace de propagation, cre´ant un point source
ou zone source. Dans un monde nume´rique discret, une zone source peut eˆtre vue comme un
assemblage de points ou e´le´ments sources. Le terme source doit eˆtre de´fini pour un ensemble
de localisations de l’espace (au moins un point), imposant une force ponctuelle et/ou une
contrainte externe, pour l’ensemble du temps de propagation et tel que l’e´nergie apporte´e soit
non nulle.
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1.3.3 Conditions aux limites spatiales
La mode´lisation de la propagation des ondes peut se faire soit dans un mode`le repre´sentant
l’inte´gralite´ de l’objet d’e´tude (Terre globale par exemple), soit dans une zone limite´e (subsur-
face alors que les ondes se propagent dans la Terre entie`re). Des conditions aux limites spatiales
doivent donc eˆtre impose´es aux bords du mode`le nume´rique de simulation, afin de reproduire les
conditions re´elles de propagation. On peut de´finir trois grands types de conditions aux limites :
• les conditions de Dirichlet spatiales imposent explicitement la valeur de certains champs
aux bords du mode`le. C’est le cas de la surface de la Terre, e´quivalente a` une surface libre
ou` les tractions normales (direction n) sont nulles : σijn = 0
• les conditions de Neumann spatiales imposent explicitement la valeur de la de´rive´e de
certains champs aux bords du mode`le. C’est le cas de la surface libre ou` les vitesses de
de´placement orthogonal des particules a` la surface (direction n) doivent eˆtre continues
de part et d’autre de l’interface : ∂Vin/∂n = 0
• les conditions absorbantes simulent un milieu infini. Ces conditions aux limites laissent
passer les ondes sortantes du mode`le (allant vers l’infini) mais sans laisser entrer d’e´nergie
depuis l’exte´rieur (pas d’ondes entrantes). Ces conditions peuvent avoir un support tre`s
local (un seul noeud nume´rique), en s’appuyant sur des formulations analytiques de de´-
composition des champs d’ondes locaux en ondes planes entrantes et sortantes (Clayton
& Engquist, 1980). Elles se re´ve`lent tre`s efficaces en terme de couˆt nume´rique, n’ajou-
tant pas de degre´s de liberte´ supple´mentaires a` la simulation. Cependant, leur efficacite´
est optimale pour seulement quelques valeurs d’angles d’incidence des ondes. En dehors
des angles optimums, des re´flexions ont lieu, occasionnant des champs d’ondes parasites
non physiques entrant dans le domaine de simulation. D’autres me´thodes de conditions
absorbantes reposent sur des modifications locales des proprie´te´s d’atte´nuation des mi-
lieux en ajoutant des couches supple´mentaires autour du milieu de simulation. Ainsi, les
« e´ponges » de Cerjan et al. (1985) amortissent les ondes sortantes de manie`re comparable
a` une atte´nuation intrinse`que progressive lorsque les onde progressent dans ces couches.
Cependant, la` encore l’incidence normale est optimale et des re´flexions parasites sont pre´-
sentes pour d’autres angles d’incidence. Enfin, une dernie`re alternative est l’utilisation de
Perfectly Matched Layers (PML), propose´e par Berenger (1994). Ces couches reprennent
l’ide´e des « e´ponges », mais avec une atte´nuation anisotrope, atte´nuant uniquement la
composante orthogonale des ondes entrantes dans le PML. The´oriquement, dans la for-
mulation continue des e´quations, cette me´thode introduit un coefficient de re´flexion nul
pour toutes les directions d’incidence des ondes et toutes les fre´quences. Dans un monde
discret, des re´flexions peuvent eˆtre observe´es pour des angles rasants, mais l’efficacite´ de
cette me´thode reste bien supe´rieure aux pre´ce´dentes alternatives. La contrepartie de cette
me´thode est un surcouˆt nume´rique de calcul, duˆ aux degre´s de liberte´ supple´mentaires
introduits par les couches absorbantes autour du mode`le (comme pour les e´ponges) qui
peuvent repre´senter une part non ne´gligeable d’inconnues dans le syste`me conside´re´. Par
ailleurs, la formulation temporelle des e´quations ne´cessite des variables supple´mentaires
associe´es a` chaque noeud situe´ dans le PML duˆ a` la formulation de´compose´e des champs
(Berenger, 1994) ou duˆ a` l’utilisation de variables me´moires de CPML (Convolutionnal
PML) (Komatitsch & Martin, 2007). Notons cependant que, dans une formulation fre´-
quentielle, les PML n’ajoutent pas de surcouˆt nume´rique autre que celui engendre´ par
l’incorporation des couches absorbantes.
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1.4 Mode´lisation en domaine temporel ou fre´quentiel ?
1.4.1 Proble´matique
Dans le cadre du proble`me d’imagerie, nous souhaitons formaliser le proble`me inverse dans
le domaine espace/fre´quence. Pour cela, les champs d’ondes doivent eˆtre repre´sente´s dans le do-
maine fre´quentiel pour pouvoir eˆtre compare´s aux donne´es de re´fe´rence e´galement repre´sente´es
dans ce domaine. Deux alternatives sont alors envisageables :
1. re´soudre le syste`me e´lastodynamique (1.17) dans le domaine espace/temps et transformer
les champs d’ondes dans le domaine espace/fre´quence (Nihei & Li, 2007; Sirgue et al.,
2008). La premie`re re´solution est ge´ne´ralement faites avec un sche´ma d’inte´gration en
temps explicite, puis les champs sont convertis en fre´quences par transforme´e de Fourier
rapide (FFT) ou transforme´e de Fourier discre`te (DFT).
2. transformer le syste`me (1.17) en domaine espace/fre´quence par transforme´e de Fourier,
puis le re´soudre dans ce domaine. Cette me´thode se rame`ne a` re´soudre un syste`me li-
ne´aire Ax = b de grande taille par fre´quence (ordre de matrice de plusieurs milliers a`
millions). La re´solution de syste`mes line´aires s’envisage ge´ne´ralement de manie`re directe
ou ite´rative. Notons que la re´solution en fre´quence permet de s’affranchir de la condition
de stabilite´ Courant-Friedrichs-Lewy (CFL), obligatoire pour les sche´mas explicites en
temps.
Le choix d’une ou l’autre des alternatives doit se faire en fonction des complexite´s des temps
de calcul et d’utilisation me´moire de chacune des approches. Conside´rons un proble`me a` 2
dimensions dont les de´rive´es spatiales sont calcule´es par un sche´ma aux diffe´rences finies d’ordre
2 sur une grille carre´e de n × n points (un sche´ma GD tel qu’utilise´ par la suite e´tant local,
il peut eˆtre assimile´ a` un sche´ma DF). Conside´rons un proble`me de sismique a` Ns tirs et le
calcul d’une seule fre´quence. Notons que le raisonnement qui suit est valable pour un cas 2D.
Pour une approche 3D, les complexite´s seraient diffe´rentes et les conclusions e´galement. Les
diffe´rentes alternatives en 3D sont discute´es dans Virieux et al. (2009).
1.4.2 Approche temporelle par sche´ma explicite d’inte´gration
En suivant le raisonnement de Nihei & Li (2007), nous pouvons montrer que l’utilisation
d’un sche´ma en temps explicite ne´cessite O(n2) ope´rations par pas de temps dans la simulation.
Pratiquement, le nombre de pas de tempsNt est ge´ne´ralement de l’ordre de grandeur de n. Ainsi,
pour les Ns sources conside´re´es, cette approche requiert O(n2NsNt) ≈ O(n3Ns) ope´rations et
un stockage en me´moire vive de O(n2) (en conside´rant que les diffe´rentes sources sont calcule´es
de fac¸on se´quentielle). La phase de transformation des champs en fre´quence n’est pas prise en
compte dans ce calcul, bien qu’elle ne soit pas ne´gligeable.
En effet, pour l’utilisation d’une FFT qui permet d’obtenir les champs pour toutes les
fre´quences du spectre, le stockage de tous les champs a` tous les pas de temps est ne´cessaire
(stockage deO(n2Nt)). Ceci est difficilement envisageable sans recourir a` du stockage sur disque,
beaucoup plus lent.
Si seulement quelques fre´quences sont ne´cessaires, comme c’est le cas pour l’inversion des
formes d’ondes en fre´quence, l’utilisation de DFT est plus e´conomique. Elle permet de calculer
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a` la vole´e, pendant le calcul des champs temporels, les champs en fre´quence par inte´gration
nume´rique sans surcouˆt notable de calcul ni de stockage.
Dans une perspective de calculs hautes performances, ce type d’algorithme peut eˆtre fa-
cilement paralle´lise´ en associant une source par processeur pour acce´le´rer le calcul pour des
acquisitions multisources. Dans le cas de gros mode`les, un second niveaux de paralle´lisme peut
eˆtre introduit en de´coupant le mode`le en sous-domaines et en associant chaque sous-domaine
a` un processeur. Ces deux types de paralle´lisations offrent de tre`s bonnes performances car
l’algorithme met en jeu peu de communications entre processeurs.
1.4.3 Approche fre´quentielle : solveur direct
Les me´thodes de re´solution directe de syste`mes line´aires s’appuient sur des manipulations
alge´briques des termes de la matrice A, afin de la transformer sous une forme plus propice a` la
re´solution du syste`me, permettant d’obtenir directement la « vraie » solution du syste`me (par
opposition aux me´thodes ite´ratives).
Ainsi, nous pouvons penser a` la re´solution par me´thode de Gauss qui transforme dans un
premier temps la matrice initiale en une matrice triangulaire (avec modifications sur le second
membre b), puis dans un second temps qui calcule la solution x par substitutions successives.
Cette me´thode classique est cependant peu robuste face a` certains pivots tre`s petits voire nuls
qui posent proble`me nume´riquement. De plus, la matrice transforme´e est triangulaire pleine,
ne´cessitant un stockage important pour de grandes matrices.
D’autres me´thodes, comme la factorisation LU ou de Cholesky (LLt), transforment la ma-
triceA en deux matrices triangulaires supe´rieures et infe´rieures (Press et al., 2007). La me´thode
LU peut s’appliquer sur des matrices quelconques inde´finies tandis que la LLt s’applique a` des
matrices syme´triques de´finies positives. L’ide´e de ces me´thodes est de transformer le syste`me de
de´part Ax = b en LUx = b et de former ainsi deux syste`mes couple´s plus simples a` re´soudre :
Ly = b puis Ux = y. En effet, la re´solution des deux syste`mes est trivial et tre`s e´conomique
nume´riquement, U et L e´tant triangulaires supe´rieure et infe´rieure. L’effort de calcul de ces
me´thodes est la factorisation initiale de la matrice sous forme LU qui ne´cessite a` la fois calcul
et stockage. Notons que la factorisation est inde´pendante du second membre b. Ainsi, pour
des proble`mes a` plusieurs sources, la factorisation de la matrice n’est faite qu’une seule fois,
les solutions e´tant ensuite calcule´es par de simples forward et backard substitutions dans les
matrices triangulaires.
En conside´rant notre proble`me n × n a` Ns sources, nous pouvons montrer que le syste`me
line´aire associe´ a` une fre´quence peut eˆtre re´solu par factorisation LU couple´ avec un algorithme
de re´ordonnancement des lignes et colonnes (George & Liu, 1989; Amestoy et al., 1996; Karypis
& Kumar, 1999) (minimisant le couˆt de calcul et de stockage) pour un couˆt de calcul de O(n3)
et de stockage de O(n2 log2(n)). Ces couˆts sont inde´pendants du nombre de sources, les phases
de substitutions de chaque source e´tant ne´gligeables devant le couˆt de la factorisation.
Dans une optique de calculs hautes performances, ces algorithmes peuvent eˆtre paralle´lise´s
en utilisant des approches multifrontales (Duff & Reid, 1983; Amestoy et al., 2000) qui per-
mettent de composer les matrices L et U sous formes de´coupe´es en paralle`le par diffe´rents
processeurs. Cette technique de paralle´lisation permet d’acce´le´rer les phases de factorisation et
de substitution, mais surtout de stocker les matrices L et U de fac¸on distribue´e, utilisant ainsi
la me´moire locale de chaque processeur. La scalabilite´ de ces algorithmes reste cependant tre`s
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limite´e car ils mettent en jeu des volumes de communication entre processeurs conse´quents, qui
deviennent pre´ponde´rant lorsque les proble`mes deviennent gros et que le nombre de processeurs
devient important.
1.4.4 Approche fre´quentielle : solveur ite´ratif
Les me´thodes de re´solution ite´rative de syste`mes line´aires s’appuient sur des approximations
successives de la vraie solution et tentent de re´duire ite´rativement l’erreur entre la solution
courante et la vraie solution inconnue.
Les me´thodes basiques de Jacobi ou Gauss-Siedel (Saad, 2003) permettent de calculer effica-
cement la solution d’un syste`me line´aire re´arrange´ en appliquant ite´rativement l’ope´rateur ma-
triciel a` la solution pre´ce´dente. Cependant, ces me´thodes ne sont applicables que sous certaines
conditions de rayon spectral de la matrice, conditions insatisfaites par l’ope´rateur discre´tise´ de
l’e´quation d’onde.
Des me´thodes plus e´labore´es telles que le GMRES ou BiCGSTAB (Saad, 2003) permettent
de re´soudre ite´rativement les syste`mes line´aires inde´finis et mal conditionne´s issus de la dis-
cre´tisation des e´quations d’ondes, en utilisant des combinaisons de base orthogonales (base de
Krylov) construites a` partir des solutions des ite´rations pre´ce´dentes. Ces me´thodes permettent
d’assurer la convergence du processus ite´ratif en un nombre maximal d’ite´ration de´pendant
de la taille du syste`me. Cependant, cette limite est bien souvent inacceptable pratiquement
et ces me´thodes doivent eˆtre couple´es avec l’utilisation de pre´conditionneurs qui acce´le`rent la
convergence du syste`me.
Le syste`me pre´conditionne´ a` re´soudre devientMAx =Mb (pre´conditionneur a` gauche), le
but de la matriceM e´tant d’eˆtre le plus proche possible deA−1 a` un couˆt nume´rique acceptable,
afin de procurer un meilleur conditionnement a` la matrice MA que celui de A. Le de´veloppe-
ment de pre´conditionneurs efficaces est une branche de recherche spe´cifique des mathe´matiques
applique´es, s’appuyant sur des conside´rations alge´briques de la matrice initiale, physiques des
phe´nome`nes simule´s par l’ope´rateur A, ou couplant les deux. Des pre´conditionneurs efficaces
ont pu eˆtre de´veloppe´s re´cemment pour l’e´quation d’Helmholtz (ondes acoustiques seulement)
par Erlangga (2005); Erlangga & Herrmann (2008) assurant une convergence rapide du pro-
cessus ite´ratif. Ce pre´conditionneur repose sur l’utilisation de cycles de multigrilles couple´e a`
l’utilisation d’une e´quation d’onde amortie.
Les complexite´s me´moire et temps des approches ite´ratives sont tre`s attractives si la conver-
gence du syste`me est rapide : O(n2)NitNs pour le temps (Nit e´tant le nombre d’ite´ration du
processus ite´ratif) et O(n2) pour le stockage (Riyanti et al., 2006). Pour l’e´quation d’Helmholtz,
le pre´conditionneur de Erlangga & Herrmann (2008) permet d’obtenir Nit = O(1), rendant
l’approche directement concurrente des solveurs directs en temps de calcul. Cependant, de tels
pre´conditionneurs n’ont pas encore e´te´ de´veloppe´s pour les e´quations de l’e´lastodynamique,
tout comme pour les e´quations de Maxwell (e´lectromagne´tiques).
Comme pour l’approche temporelle, la paralle´lisation de ces me´thodes est tre`s efficace avec
une tre`s bonne scalabilite´ et peut se faire par source et par de´composition en domaines phy-
siques.
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1.4.5 Approche fre´quentielle : solveur hybride
Une me´thode alternative hybride permet de combiner l’utilisation de solveur direct et ite´ratif
de manie`re naturellement paralle`le. En effet, en de´coupant la matrice A par blocs (relatifs a` un
de´coupage physique du domaine de calcul en sous-domaines), on peut se ramener a` la re´solution
de plusieurs syste`mes line´aires locaux, chacun associe´ a` un sous-domaine physique, et lie´s a` un
dernier syste`me line´aire d’interface entre sous-domaines : le syste`me du comple´ment de Schur.
Un descriptif de´taille´ de cette me´thode peut eˆtre trouve´ dans Saad (2003). L’ide´e ge´ne´rale est
d’appliquer un solveur direct, tre`s efficace pour les petits syste`mes, a` chaque syste`me local
et un solveur ite´ratif au proble`me d’interface. Cette combinaison de solveurs permet de tirer
be´ne´fice des factorisations locales faites une seule fois pour les proble`mes multisources donnant
de bonnes performances pour les re´solutions des domaines locaux, ainsi que du solveur ite´ratif
applique´ en paralle`le au syste`me du comple´ment de Schur.
De bonnes performances ont pu eˆtre obtenues avec cette me´thode sur des applications 2D
et 3D avec l’e´quation d’Helmholtz (Sourbier et al., 2008a,b) en utilisant un pre´conditionneur
alge´brique pour le syste`me ite´ratif. Cependant, comme pour les approches ite´ratives pures, l’ef-
ficacite´ du pre´conditionneur est crucial et peu de de´veloppements ont e´te´ fait jusqu’a` pre´sent
pour les e´quations e´lastodynamiques. J’ai imple´mente´ un prototype de code e´lastodynamique
base´ sur une discre´tisation GD d’ordre P0 dans le squelette de l’algorithme de Sourbier et al.
(2008b) dans le cadre de ce travail de the`se. Quelques tests ont clairement montre´ les difficulte´s
de convergence du syste`me ite´ratif (convergence lente voire non convergence), compare´ a` l’e´qua-
tion d’Helmholtz, alors que les deux syste`mes utilisaient un pre´conditionneur alge´brique de type
« Schwarz additif ». L’investigation plus approfondie de ce type de me´thode avec une recherche
de pre´conditionneur efficace pour l’e´lastodynamique reste donc une perspective inte´ressante de
recherche.
1.4.6 Choix de l’approche fre´quentielle + solveur direct
Les diffe´rentes alternatives au proble`me de re´solution du syste`me d’e´quation d’ondes ont
montre´ que les approches reposant sur tout ou partie de solveur ite´ratif n’ont pas atteint, au-
jourd’hui, un degre´ de maturite´ suffisant pour re´soudre le syste`me e´lastodynamique. Un travail
d’optimisation des pre´conditionneurs reste ne´cessaire pour rivaliser avec les autres approches.
Les approches temporelles et fre´quentielles par solveur direct ont chacune un avantage
sur l’autre : l’approche temporelle couˆte tre`s peu en stockage et donc en me´moire vive, mais
ne´cessite un couˆt de calcul conse´quent. L’approche fre´quentielle par solveur direct se montre
tre`s efficace en temps de calcul, surtout pour les proble`mes multisources, mais ne´cessite une
consommation me´moire plus importante.
Dans la perspective d’inversion de quelques fre´quences seulement, et au vu de la complexite´
me´moire de l’approche fre´quentielle par solveur direct, compatible avec les moyens des centres
de calcul modernes, cette option sera choisie pour la suite de ce travail. Une version paralle`le
du solveur direct MUMPS (MUMPS-team, 2007), utilisant une factorisation LU de la matrice
A (qui n’est pas syme´trique a` causes des conditions absorbantes PML), sera utilise´e dans
l’ensemble des tests de ce travail.
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1.5 La discre´tisation par e´le´ments finis Galerkin discontinus en
domaine fre´quentiel
1.5.1 Syste`me 2D P-SV en fre´quence et conditions absorbantes PML
Afin de re´soudre le syste`me 2D P-SV en fre´quence, nous devons tout d’abord appliquer une
transforme´e de Fourier au syste`me temporel (1.17) :
− iωVx = 1
ρ
(
∂σxx
∂x
+
∂σxz
∂z
)
+ fx
−iωVz = 1
ρ
(
∂σxz
∂x
+
∂σzz
∂z
)
+ fz
−iωσxx = (λ+ 2µ)∂Vx
∂x
+ λ
∂Vz
∂z
− iωσxx0
−iωσzz = λ∂Vx
∂x
+ (λ+ 2µ)
∂Vz
∂z
− iωσzz0
−iωσxz = µ
(
∂Vx
∂z
+
∂Vz
∂x
)
− iωσxz0 , (1.21)
ou` le terme de pulsation ω est e´value´ en rad/s. La transforme´e de Fourier suit la convention
f(ω) =
∫ +∞
−∞ f(t)e
−iωdt.
Les conditions absorbantes de type PML peuvent eˆtre introduites dans le syste`me fre´quentiel
en ajoutant les termes sx et sz sur les champs de vitesses et contraintes (Collino & Tsogka,
2001), agissant de fac¸on anisotrope sur les de´rive´es partielles :
− iωVx = 1
ρ
(
sx
∂σxx
∂x
+ sz
∂σxz
∂z
)
+ fx
−iωVz = 1
ρ
(
sx
∂σxz
∂x
+ sz
∂σzz
∂z
)
+ fz
−iωσxx = (λ+ 2µ)sx∂Vx
∂x
+ λz
∂Vz
∂z
− iωσxx0
−iωσzz = λsx∂Vx
∂x
+ (λ+ 2µ)sz
∂Vz
∂z
− iωσzz0
−iωσxz = µ
(
sx
∂Vx
∂z
+ sz
∂Vz
∂x
)
− iωσxz0 . (1.22)
Les termes de PML e´tant de´finis classiquement par la fonction PML dans la direction r :
sr =
1
1 + iγr/ω
, (1.23)
ou` le coefficient γr est nul dans le domaine de calcul, n’affectant pas la propagation, et non
nul dans les couches PML, cre´ant un amortissement des champs d’ondes. Ce coefficient suit
ge´ne´ralement une fonction progressive de´finie par une branche de cosinus (Hustedt et al., 2004)
ou une fonction polynomiale (Komatitsch & Martin, 2007), qui vaut ze´ro proche du domaine
de calcul et qui augmente a` mesure que l’on pe´ne`tre dans la couche absorbante.
L’atte´nuation intrinse`que du milieu de propagation peut eˆtre facilement pris en compte dans
le syste`me fre´quentiel en utilisant des valeurs complexes de parame`tres physiques de vitesses
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de propagation (Tokso¨z & Johnston, 1981). Diffe´rents mode`les peuvent eˆtre pris en compte, tel
que le mode`le de Kolsky-Futterman (Kolsky, 1956; Futterman, 1962) :
c¯ = c
[(
1 +
1
πQ
|log(ω/ωr)|
)
+ i
sign(ω)
2Q
]−1
, (1.24)
ou` c est la vitesse de l’onde, Q le facteur de qualite´ repre´sentatif de l’atte´nuation, ωr est une
fre´quence de re´fe´rence du mode`le et c¯ la vitesse de propagation complexe. Une version simplifie´e
ne´gligeant les effets de dispersion des ondes est souvent utilise´e en sismologie (Aki & Richards,
2002) :
c¯ = c
[
1− i
2Q
]
. (1.25)
1.5.2 Transformation du syste`me
Dans le but de formuler le syste`me (1.22) sous une forme pseudo-conservative, utile par la
suite pour l’inte´gration du syste`me, un changement de variables est applique´ :
− iωρVx = sx∂(T1 + T2)
∂x
+ sz
T3
∂z
+ ρfx
−iωρVz = sx∂T3
∂x
+ sz
∂(T1 − T2)
∂z
+ ρfz
−iωT1
λ+ µ
= sx
∂Vx
∂x
+ sz
∂Vz
∂z
− iωT
0
1
λ+ µ
−iωT2
µ
= sx
∂Vx
∂x
− sz ∂Vz
∂z
− iωT
0
2
µ
−iωT3
µ
= sx
∂Vz
∂x
+ sz
∂Vx
∂z
− iωT
0
3
µ
, (1.26)
ou` T1 = (σxx+σzz)/2, T2 = (σxx−σzz)/2 et T3 = σxz. Notons que cette transformation est tre`s
naturelle pour conside´rer des milieux fluides : le terme T1 e´quivaut a` la pression hydrostatique
et les e´quations 4 et 5 du syste`me (1.26) sont nulles, laissant place a` uniquement 3 e´quations
a` re´soudre.
Ce syste`me peut alors s’e´crire sous une forme compacte vectorielle :
− iωρ~V =
−−−−−−−→
div(~F (~T ))− ∂sxMx
∂x
~T − ∂szMz
∂z
~T + ρ~f
−iωΛ~T =
−−−−−−−→
div(~G(~V ))− ∂sxNx
∂x
~V − ∂szNz
∂z
~V − iωΛ ~T 0, (1.27)
avec les matrices :
• Mx = N tx =
[
1 1 0
0 0 1
]
• Mz = N tz =
[
0 0 1
1 −1 0
]
• Λ =

1
λ+µ 0 0
0 1µ 0
0 0 1µ

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et les vecteurs :
• ~V = (Vx, Vz)t
• ~T = (T1, T2, T3)t
• ~f = (fx, fz)t
• ~T 0 = (T 01 , T 02 , T 03 )t.
• ~F = (sxMx ~T , szMz ~T )
• ~G = (sxNx~V , szNz ~V )
1.5.3 Discre´tisation spatiale
Nous allons suivre un de´veloppement proche de celui de BenJemaa (2007), formule´ pour
l’e´lastodynamique 3D temporel, adapte´ ici pour le cas 2D en domaine fre´quentiel. L’ide´e ge´ne´-
rale des me´thodes d’e´le´ments finis consiste a` rechercher une solution approche´e du syste`me sous
la forme de combinaisons line´aires de fonctions de bases locales a` chaque cellule de´finies aux
degre´s de liberte´ de la formulation. En conside´rant une formulation discontinue, les degre´s de
liberte´ sont propres a` chaque cellule. Les e´changes entre cellules sont de´finis par l’interme´diaire
de flux nume´riques passant a` travers les interfaces.
Conside´rons que le domaine de calcul Ω est discre´tise´ par des cellules polygonales. Chaque
cellule Ti est appele´e cellule de controˆle. Les notations suivantes sont introduites afin d’alle´ger
la suite des e´critures :
1. ∂Ω est la frontie`re du domaine Ω
2. ∂Ti est la frontie`re de la cellule Ti
3. Ai =
∫
Ti dV est l’aire de la cellule Ti
4. V (i) est le voisinage de la cellule Ti, et contient toutes les cellules partageant une areˆte
(ou morceau d’areˆte) avec Ti
5. Tik = Ti
⋂ Tk est l’interface partage´e entre les cellules Ti et Tk
6. ~nik est le vecteur unitaire normal a` l’interface Tik, sortant de Ti vers Tk
Dans chaque cellule Ti, les champs de vitesses et de contraintes sont de´crits dans une base
locale de fonction ~ϕij avec 1 ≤ j ≤ di, ou` di est le nombre de degre´s de liberte´ du champ dans
la cellule Ti. Pour assurer le caracte`re discontinu, ~ϕij est nul en dehors de la cellule Ti. Les
champs sont ainsi repre´sente´s par :
~Vi =
di∑
j=1
Vij ~ϕij
~Ti =
di∑
j=1
Tij ~ϕij , (1.28)
ou` Vij et Tij repre´sentent respectivement le j-ie`me degre´s de liberte´ de ~Vi et ~Ti.
Dans la formulation de´veloppe´e ici, les proprie´te´s physiques ainsi que les fonctions PML
sont conside´re´es constantes dans chaque cellule.
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Multiplions le syste`me (1.27) par une fonction test ~ϕij , choisie dans le meˆme espace que les
fonctions solutions, donnant la formulation Galerkin. Puis, inte´grons ce syste`me sur une cellule
Ti : ∫
Ti
−iωρ~ϕij · ~V =
∫
Ti
~ϕij ·
−−−−−−−→
div(~F (~T )) +
∫
Ti
ρ~ϕij · ~f∫
Ti
−iω~ϕij · Λ~T =
∫
Ti
~ϕij ·
−−−−−−−→
div(~G(~V ))−
∫
Ti
iω~ϕij · Λ ~T 0. (1.29)
Notons que les deuxie`mes et troisie`mes termes du membre de droite des e´quations (1.27) sont
nuls a` cause des proprie´te´s constantes des fonctions PML sur la cellule Ti.
Une inte´gration par partie du premier terme du membre de droite du syste`me (1.29) donne
alors : ∫
Ti
−iωρ~ϕij · ~V = −
∫
Ti
~∇~ϕij : ~F (~T ) +
∫
∂Ti
~ϕij · (~F (~T )~n) +
∫
Ti
ρ~ϕij · ~f∫
Ti
−iω~ϕij · Λ~T = −
∫
Ti
~∇~ϕij : ~G(~V ) +
∫
∂Ti
~ϕij · (~G(~V )~n)−
∫
Ti
iω~ϕij · Λ ~T 0, (1.30)
avec pour tous vecteur ~w = (w1, · · · , wd)t :
~∇~w =
∂xw1 ∂zw1... ...
∂xwd ∂zwd
 , (1.31)
et pour toutes matrices A = (aij) 1≤i≤n
1≤j≤m
∈Mn,m et B = (bij) 1≤i≤n
1≤j≤m
∈Mn,m :
A : B =
∑
1≤i≤n
1≤j≤m
aijbij . (1.32)
Le syste`me (1.30) peut alors eˆtre approche´ par :∫
Ti
−iωρi~ϕij · ~Vi = −
∫
Ti
~∇~ϕij : ~F (~Ti) +
∫
∂Ti
~ϕij · (~F (~T/∂Ti)~n) +
∫
Ti
ρi~ϕij · ~fi∫
Ti
−iω~ϕij · Λi ~Ti = −
∫
Ti
~∇~ϕij : ~G(~Vi) +
∫
∂Ti
~ϕij · (~G(~V/∂Ti)~n)−
∫
Ti
iω~ϕij · Λi ~T 0i (1.33)
ou` ~F (~T/∂Ti) et ~G(~V/∂Ti) sont les approximations de ~F (~T ) et ~G(~V ) sur l’interface ∂Ti.
Le flux centre´ (Remaki, 2000) est un choix possible d’approximation du flux nume´rique a`
l’interface. D’autres approximations comme les flux upwind ou upwind partiellement pe´nalise´s
peuvent e´galement eˆtre utilise´s. Ka¨ser & Dumbser (2006) utilisent par exemple des flux upwind
pour la re´solution du syste`me e´lastodynamique en temps. Le flux centre´ permet de garder
de bonnes proprie´te´s de conservation de l’e´nergie discre`te dans le syste`me (BenJemaa, 2007;
BenJemaa et al., 2009). Cependant, comme nous le verrons dans les applications nume´riques,
il introduit certains proble`mes dans les applications. Pour notre de´veloppement, nous faisons
le choix du flux centre´ exprime´ par :
~F (~T/Tik) = ~F
( ~Ti + ~Tk
2
)
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~G(~V/Tik) = ~G
( ~Vi + ~Vk
2
)
, (1.34)
ou` Tk est la cellule voisine de Ti avec qui elle partage l’areˆte Tik. L’expression du flux peut se
re´e´crire sous la forme :
~F (~T/Tik) =
1
2
(
~F (~Ti) + ~F (~Tk)
)
~G(~V/Tik) =
1
2
(
~G(~Vi) + ~G(~Vk)
)
. (1.35)
Le syste`me (1.33) s’e´crit alors :∫
Ti
−iωρi ~ϕij t ~Vi = −
∫
Ti
~∇~ϕij : ~F (~Ti) + 1
2
∑
k∈V (i)
∫
Tik
~ϕij
t(~F (~Ti) + ~F (~Tk))~nik +
∫
Ti
ρi ~ϕij
t~fi∫
Ti
−iω ~ϕij tΛi ~Ti = −
∫
Ti
~∇~ϕij : ~G(~Vi) + 1
2
∑
k∈V (i)
∫
Tik
~ϕij
t(~G(~Vi) + ~G(~Vk))~nik)
−
∫
Ti
iω ~ϕij
tΛi
~T 0i , (1.36)
puis en remplac¸ant ~Vi et ~Ti par leur approximations (e´quation (1.28)) :
di∑
k=1
−iωρiVik
∫
Ti
~ϕij
t~ϕik = −
di∑
k=1
Tik
∫
Ti
~∇~ϕij : ~F (~ϕik)
+
1
2
∑
k∈V (i)
[ di∑
r=1
Tir
∫
Tik
~ϕij
t ~F (~ϕir)~nik +
dk∑
s=1
Tks
∫
Tik
~ϕij
t ~F (~ϕks)~nik
]
+
di∑
k=1
ρifik
∫
Ti
~ϕij
t~ϕik
di∑
k=1
−iωTik
∫
Ti
~ϕij
tΛi~ϕik = −
di∑
k=1
Vik
∫
Ti
~∇~ϕij : ~G(~ϕik)
+
1
2
∑
k∈V (i)
[ di∑
r=1
Vir
∫
Tik
~ϕij
t ~G(~ϕir)~nik +
dk∑
s=1
Vks
∫
Tik
~ϕij
t ~G(~ϕks)~nik
]
−
di∑
k=1
iωT 0ij
∫
Ti
~ϕij
tΛi~ϕik. (1.37)
Introduisons alors les notations matricielles suivantes pour chaque vecteur de fonction de
base ~ϕ :
~∇~ϕ : ~F (~ϕ) =
∑
α∈{x,z}
(∂α~ϕ)
tsαMα~ϕ
~∇~ϕ : ~G(~ϕ) =
∑
α∈{x,z}
(∂α~ϕ)
tsαNα~ϕ, (1.38)
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ainsi que les matrices P, Q, P ′ et Q′ :
Pik =
∑
α∈{x,z}
nikαsiαMα
Qik =
∑
α∈{x,z}
nikαsiαNα
P ′ik =
∑
α∈{x,z}
nikαskαMα
Q′ik =
∑
α∈{x,z}
nikαskαNα. (1.39)
Nous avons ainsi les e´galite´s suivantes :
~ϕij
t ~F (~ϕir)~nik = ~ϕij
tPik~ϕir
~ϕij
t ~G(~ϕir)~nik = ~ϕij
tQik~ϕir
~ϕij
t ~F (~ϕks)~nik = ~ϕij
tP ′ik~ϕks
~ϕij
t ~G(~ϕks)~nik = ~ϕij
tG′ik~ϕks. (1.40)
Remarque : Les proprie´te´s des matrices Mα = N
t
α et ~nik = −~nki permettent de de´finir les
relation suivantes en dehors des zones PML :
Qik = Ptik
Q′ik = P ′ikt
Pik = −P ′ki
Qik = −Q′ki. (1.41)
Notons K˜1i et K˜2i les matrices de masse locales de´finies par :(
K˜1i
)
jk
=
∫
Ti
~ϕij
t~ϕik 1 ≤ j, k ≤ di(
K˜2i
)
jk
=
∫
Ti
~ϕij
tΛ~ϕik 1 ≤ j, k ≤ di,
et si nous notons Vi et Ti les vecteurs colonnes (Vij)1≤j≤di et (Tij)1≤j≤di , le syste`me (1.37)
s’e´crit alors :
− iωρi
(
K˜1iVi
)
j
= −
∑
α∈{x,z}
di∑
k=1
Tik
∫
Ti
(∂α~ϕ)
tsαMα~ϕ
+
1
2
∑
k∈V (i)
[ di∑
r=1
Tir
∫
Tik
~ϕij
tPik~ϕir +
dk∑
s=1
Tks
∫
Tik
~ϕij
tP ′ik~ϕks
]
+ ρi
(
K˜1i fi
)
j
−iω
(
K˜2iTi
)
j
= −
∑
α∈{x,z}
di∑
k=1
Vik
∫
Ti
(∂α~ϕ)
tsαNα~ϕ
49
LA MODE´LISATION DE LA PROPAGATION DES ONDES E´LASTIQUES EN 2D
+
1
2
∑
k∈V (i)
[ di∑
r=1
Vir
∫
Tik
~ϕij
tQik~ϕir +
dk∑
s=1
Vks
∫
Tik
~ϕij
tQ′ik~ϕks
]
− iω
(
K˜2iT0i
)
j
. (1.42)
Nous pouvons alors finalement de´finir ~Vi et ~Ti, les vecteurs de´crivant les champs de vitesses
et contraintes dans la cellule Ti :
~Vi = ( ~Vxi ,
~Vzi)
t
~Ti = ( ~T1i ,
~T2i ,
~T3i)
t. (1.43)
Hypothe`se : Nous supposerons de´sormais que les fonctions de base (~ϕ) sont prises du
meˆme type (~ϕij , 1 ≤ j ≤ di) pour repre´senter chaque composante des vecteurs ~Vi et ~Ti.
Le syste`me (1.42) peut alors eˆtre re´e´crit sous forme compacte :
− iωρi
(
I3 ⊗Ki ~Vi
)
= −
∑
α∈{x,z}
(
sαMα ⊗ Eiα ~Ti
)
+
1
2
∑
k∈V (i)
[(Pik ⊗Fik~Ti)+ (P ′ik ⊗ Gik~Tk)]
+ ρi
(
I3 ⊗K1i~fi
)
−iω
(
Λi ⊗Ki~Ti
)
= −
∑
α∈{x,z}
(
sαNα ⊗ Eiα ~Vi
)
+
1
2
∑
k∈V (i)
[(Qik ⊗Fik ~Vi)+ (Q′ik ⊗ Gik ~Vk)]
− iω
(
Λi ⊗Ki~T0i
)
, (1.44)
ou` nous avons l’expression des diffe´rentes matrices :
• Matrice de masse Ki de´finie par inte´gration de surface (2D) sur la cellule Ti :(
Ki
)
jk
=
∫
Ti
ϕijϕikdT 1 ≤ j, k ≤ di (1.45)
• Matrice Eiα de´finie par inte´gration de surface (2D) sur la cellule Ti :(
Eiα
)
jk
=
∫
Ti
(
∂αϕij
)
ϕikdT 1 ≤ j, k ≤ di (1.46)
• Matrices Fik et Gik de´finie par inte´gration line´ique (1D) sur l’interface Tik entre les cellules
Ti et Tk : (
Fik
)
jr
=
∫
Tik
ϕijϕirdT 1 ≤ j, r ≤ di(
Gik
)
js
=
∫
Tik
ϕijϕksdT 1 ≤ j ≤ di, 1 ≤ s ≤ dk (1.47)
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Le produit tensoriel ⊗ s’exprime pour toutes matrices A = (aij) 1≤i≤n
1≤j≤m
∈ Mn,m et B =
(bij)1≤i≤p
1≤j≤q
∈Mp,q sous la forme :
A⊗ B =
a11B · · · a1mB... ... ...
an1B · · · anmB
 ∈Mnp,mq. (1.48)
En supposant que la matrice de masse est inversible, nous pouvons introduire les matrices
suivantes :
E˜ix = AiK−1i Eix
E˜iz = AiK−1i Eiz
F˜i1 = AiK−1i Fi1
F˜i2 = AiK−1i Fi2
F˜i3 = AiK−1i Fi3
G˜i1 = AiK−1i Gi1
G˜i2 = AiK−1i Gi2
G˜i3 = AiK−1i Gi3,
qui permettent d’e´crire le syste`me sous forme e´clate´e :
− iωρiAi~Vxi = −
[
six E˜ix(~T1i + ~T2i) + siz E˜iz ~T3i
]
+
1
2
∑
k∈V (i)
F˜ik
[
(~T1i +
~T2i)sixnikx +
~T3isiznikz
]
+
1
2
∑
k∈V (i)
G˜ik
[
(~T1k +
~T2k)skxnikx +
~T3kskznikz
]
+ ρiAi ~fxi
−iωρiAi~Vzi = −
[
six E˜ix ~T3i + siz E˜iz(~T1i − ~T2i)
]
+
1
2
∑
k∈V (i)
F˜ik
[
~T3isixnikx + (
~T1i − ~T2i)siznikz
]
+
1
2
∑
k∈V (i)
G˜ik
[
~T3kskxnikx + (
~T1k − ~T2k)skznikz
]
+ ρiAi ~fzi
−iωAi ~T1i = (λi + µi)
{
−
[
six E˜ix ~Vxi + siz E˜iz ~Vzi
]
+
1
2
∑
k∈V (i)
F˜ik
[
~Vxisixnikx +
~Vzisiznikz
]
+
1
2
∑
k∈V (i)
G˜ik
[
~Vxkskxnikx +
~Vzkskznikz
]}
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− iωAi ~T 01i
−iωAi ~T2i = µi
{
−
[
six E˜ix ~Vxi − siz E˜iz ~Vzi
]
+
1
2
∑
k∈V (i)
F˜ik
[
~Vxisixnikx − ~Vzisiznikz
]
+
1
2
∑
k∈V (i)
G˜ik
[
~Vxkskxnikx − ~Vzkskznikz
]}
− iωAi ~T 02i
−iωAi ~T3i = µi
{
−
[
six E˜ix ~Vzi + siz E˜iz ~Vxi
]
+
1
2
∑
k∈V (i)
F˜ik
[
~Vzisixnikx +
~Vxisiznikz
]
+
1
2
∑
k∈V (i)
G˜ik
[
~Vzkskxnikx +
~Vxkskznikz
]}
− iωAi ~T 03i (1.49)
Le syste`me d’e´quation ge´ne´rique (1.49) est de´veloppe´ pour des fonctions d’interpolation arbi-
traires. Un choix de fonction doit donc eˆtre fait. Les polynoˆmes sont des fonctions tre`s souvent
utilise´s en analyse nume´rique pour repre´senter des e´volutions de phe´nome`nes physiques graˆce
au large choix possible d’ordres d’interpolation. Les fonctions de base exponentielles complexes
peuvent e´galement eˆtre utilise´es pour repre´senter les phe´nome`nes pe´riodiques, mais sont sou-
vent associe´es a` des discre´tisations re´gulie`res de l’espace (cf. partie 1.2.3 sur les me´thodes
pseudo-spectrales) (Hamming, 1973).
Quel que soit le type d’interpolation choisi, le syste`me (1.49) se rame`ne a` re´soudre le syste`me
line´aire
Ax = b, (1.50)
pour chaque fre´quence discre`te conside´re´e. A est la matrice d’impe´dance, e´galement nomme´e
ope´rateur du proble`me direct, qui de´pend du maillage, des proprie´te´s physiques, des fonctions
d’interpolation et de la fre´quence. x repre´sente les champs d’ondes de contraintes et de vitesses.
b repre´sente le terme source d’excitation du milieu.
Pour notre application, des fonctions de base polynomiales seront utilise´es. Le choix des
ordres d’interpolation est crucial, car il va de´terminer a` la fois la pre´cision des solutions mo-
de´lise´es, la taille acceptable des cellules de discre´tisation du milieu, mais e´galement le couˆt
de calcul qui doit eˆtre limite´ dans le contexte applicatif de l’inversion des formes d’ondes. La
Figure 1.3 illustre la repre´sentation d’un champ sinuso¨ıdal 1D par des polynoˆmes d’ordre 0 a`
3, de manie`re continue. Notons que plus l’ordre d’interpolation est e´leve´, plus l’erreur de repre´-
sentation est faible. Cependant, en vue de l’inversion des formes d’ondes, une part importante
de l’information utile a` l’inversion est contenue dans la phase. Une repre´sentation de bas-ordre
permet une estimation tre`s raisonnable de la phase et explique pourquoi, dans la suite, des
ordres d’interpolation faibles permettent d’obtenir des re´sultats satisfaisants.
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Figure 1.3 – Repre´sentation continue d’un champ sinuso¨ıdal 1D par des polynoˆmes d’ordres
croissants de 0 a` 3. Pour toutes les repre´sentations, le nombre de degre´s de liberte´ reste constant.
1.6 Application GD P0 ou volume fini
1.6.1 Pre´sentation de l’article
La repre´sentation d’un champ pe´riodique par des se´ries de fonctions constantes par morceau
peut paraˆıtre quelque peu surprenante au premier abord. Cependant, c’est bien la repre´senta-
tion qu’offre le sche´ma d’interpolation P0, le plus bas ordre possible. Pour cette interpolation,
chaque champ est repre´sente´ de fac¸on constante pour chacune des cellules du milieu. Le nombre
de degre´s de liberte´ di du vecteur de fonction de base ~ϕij est donc e´gal a` 1. Ce vecteur est un
scalaire de valeur constante, inde´pendante de la position de l’espace.
Meˆme si ce sche´ma peut paraˆıtre inadapte´ a` la mode´lisation de la propagation des ondes, il
se re´ve`le eˆtre une alternative de choix. Ce sche´ma est e´quivalent a` la formulation volumes finis
P0 et peut eˆtre facilement associe´ au sche´ma DF d’ordre 2 s’il est formule´ sur un maillage carre´
(cf. partie 1.6.9). Son utilisation s’est re´ve´le´e efficace et pre´cise pour la re´solution des e´quations
de Maxwell (Remaki, 2000).
Graˆce a` la grande simplicite´ de la repre´sentation des champs a` travers des fonctions constantes
par morceau, le formalisme ge´ne´rique de la partie 1.5.3 peut eˆtre occulte´. Ainsi, les matrices F˜
et G˜ deviennent des scalaires et les matrices E˜ sont nulles dans cette formulation.
Notons e´galement qu’une formulation parsimonieuse du syste`me (Luo & Schuster, 1990)
est pre´sente´e afin de formuler de fac¸on discre`te le syste`me e´lastodynamique du second ordre
en vitesses comme cela a pu eˆtre fait en DF par Gelis et al. (2007). Nous reviendrons dans la
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partie 1.7.3 sur l’inte´reˆt et la faisabilite´ de cette formulation.
Dans la suite, je pre´sente un article publie´ dans la revue Geophysical Journal International
qui de´veloppe la the´orie, l’imple´mentation et la validation nume´rique de la me´thode GD P0.
Cet article illustre e´galement la non convergence de la me´thode sur maillages non-strucure´s, ce
qui motive l’extension de la me´thode aux ordres d’interpolation supe´rieurs P1 et P2 (cf. partie
1.7).
Parsimonious finite-volume frequency-domain method for 2D
P-SV-wave modelling
R. Brossier, J. Virieux and S. Operto
Geophysical Journal International, 2008, 175, 541-559
1.6.2 Summary
A new numerical technique for solving 2D elastodynamic equations based on a finite-volume
frequency-domain approach is proposed. This method has been developed as a tool to perform
two-dimensional (2D) elastic frequency-domain full-waveform inversion. In this context, the
system of linear equations that results from the discretisation of the elastodynamic equations
is solved with a direct solver, allowing efficient multiple-source simulations at the partial ex-
pense of the memory requirement. The discretisation of the finite-volume approach is through
triangles. Only fluxes with the required quantities are shared between the cells, relaxing the
meshing conditions, as compared to finite-element methods. The free surface is described along
the edges of the triangles, which can have different slopes. By applying a parsimonious strategy,
the stress components are eliminated from the discrete equations and only the velocities are left
as unknowns in the triangles. Together with the local support of the P0 finite-volume stencil,
the parsimonious approach allows the minimising of core memory requirements for the simu-
lation. Efficient perfectly matched layer absorbing conditions have been designed for damping
the waves around the grid. The numerical dispersion of this FV formulation is similar to that
of O(∆x2) staggered-grid finite-difference formulations when considering structured triangu-
lar meshes. The validation has been performed with analytical solutions of several canonical
problems and with numerical solutions computed with a well-established finite-difference time-
domain method in heterogeneous media. In the presence of a free surface, the finite-volume
method requires ten triangles per wavelength for a flat topography, and fifteen triangles per
wavelength for more complex shapes, well below the criteria required by the staircase approxi-
mation of O(∆x2) finite-difference methods. Comparisons between the frequency-domain finite-
volume and the O(∆x2) rotated finite-difference methods also show that the former is faster and
less memory demanding for a given accuracy level, an attractive feature for frequency-domain
seismic inversion. We have thus developed an efficient method for 2D P-SV-wave modelling on
structured triangular meshes as a tool for frequency-domain full-waveform inversion. Further
work is required to improve the accuracy of the method on unstructured meshes.
Keywords
Seismic wave propagation, numerical modelling, finite volume approach, elastic waves, fre-
quency domain
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1.6.3 Introduction
Seismic wave propagation has been investigated by various numerical methods, such as
finite-difference (FD), finite-element (FE) and boundary integral equations. When conside-
ring media with complex topography and a possible water layer, few approaches are available
for efficient forward modelling, especially when the modelling scheme is dedicated to seismic
full-waveform inversion applications that require thousands of forward modelling stages. The
FD staggered-grid method proposed by Madariaga (1976) and Virieux (1986a) using the Yee
scheme (Yee, 1966), which is based on a first-order velocity-stress hyperbolic system, is rela-
tively popular and has been used intensively in the time domain for seismic imaging in spite
of the limited solution accuracy when considering free surfaces with topography (Gauthier
et al., 1986). The solution has been shown to be stable when considering fluid zones inside the
FD grid. The staircase approximation of the free surface, as proposed by Robertsson (1996),
requires dense meshing. Recently, attempts have been proposed through mesh deformation
(Hestholm & Ruud, 2002) and through immersed implicit boundary methods (Lombard et al.,
2008), although these need specific numerical developments near to the free surface.
The FE approaches, as proposed for elastic wave propagation by Marfurt (1984), have been
reshaped recently with low-order interpolation for efficient 3D simulations (Bielak et al., 2003;
Yoshimura et al., 2003; Koketsu et al., 2004), while recent high-order interpolations have led
to the so-called spectral element method (Faccioli et al., 1997; Vilotte et al., 2005; Komatitsch
& Vilotte, 1998; Chaljub et al., 2003). Both of these approaches with different mesh densities
have allowed accurate modelling of free surface effects, as these FE methods adapt the mesh
to the surface topography. Moczo et al. (1997) have proposed the combination of FD and FE
methods to deal efficiently with complex topographies. Due to the weak formulation of these
methods, the fluid/solid interface has to be tackled by explicit boundary conditions.
Other numerical methods have tried to avoid the necessary continuity of fields at shared nodes
between elements, which has led to unconventional FE methods (Casadei et al., 2002) and to
discontinuous Galerkin (DG) methods (Cockburn et al., 2000), which have been popularised
in seismology by Dumbser, Ka¨ser and co-workers (Ka¨ser & Dumbser, 2006; Dumbser & Ka¨ser,
2006; Ka¨ser et al., 2007; de la Puente et al., 2007; Dumbser et al., 2007). Both methods are
particularly demanding of computer resources. Explicit boundary conditions have been worked
out for fracture problems by BenJemaa et al. (2007) for a low-order interpolation of the DG
method, which is nothing more than a FV method with constant value interpolation inside
each element. These FV/DG methods work in the time domain using both velocity and stress
fields, with very promising perspectives.
The aim of this study is to develop a frequency-domain modelling method that is suited
to seismic imaging applications performed by frequency-domain full-waveform inversion. The
above-mentioned methods may not be the optimal ones for this kind of application, for the
reasons explained below. With the success of full-waveform inversion in the frequency domain
(Pratt & Worthington, 1990; Pratt et al., 1996, 1998), applications to real data using the
acoustic approximation for 2D geometries have been performed for imaging complex structures
(Ravaut et al., 2004; Operto et al., 2006), while the reconstruction of elastic parameters has
been found to be a quite challenging problem (Gelis et al., 2007). These approaches are based
on a hierarchical multiscale inversion scheme that proceeds over a coarse subset of frequen-
cies, from the low frequencies to the higher ones, and that requires a large number of forward
simulations at each iteration of the multiscale reconstruction. To consider both onshore and
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offshore applications of full-waveform inversion, the modelling method must be accurate in the
case of complex media that incorporate either a free surface of arbitrary shape or a water
layer, while remaining sufficiently fast to be able to perform multiple simulations in a tractable
time. High-order accuracy methods that might perform well in the time domain turn out to
be prohibitive in the frequency domain if the linear system that results from the discretisation
of the frequency-domain wave equation is solved with a direct solver (Stekl & Pratt, 1998;
Hustedt et al., 2004). Direct solvers are generally used to perform 2D frequency-domain wave
modelling because solutions for multiple sources can be efficiently computed by substitutions
once the impedance matrix has been LU-factorized. A key feature for numerical efficiency is the
compactness of the spatial operator that controls the numerical bandwidth of the impedance
matrix, and therefore its fill-in during factorization. Therefore, we shall concentrate our com-
parisons on O(∆x2) FD methods that minimise the memory requirement of the linear system
resolution for the frequency-domain formulation. The O(∆x4) FD method (Levander, 1988)
has been shown to be an efficient compromise between memory saving and CPU demand for
time-domain formulation. Unfortunately, even with a coarser meshing, this higher-order stencil
dramatically increases the memory cost of the linear system resolution in the frequency-domain
formulation (Hustedt et al., 2004).
Optimal compact FD stencils based on the so-called mixed-grid method that combines the
Cartesian FD stencil and the rotated FD stencil (Saenger et al., 2000) and anti-lumped mass
features have been designed for frequency-domain wave-propagation modelling. This approach
of combining stencils has been shown to be very efficient for the acoustic wave equation (Jo
et al., 1996; Hustedt et al., 2004), for which only four grid points per wavelength can be used.
Stekl & Pratt (1998) have shown limitations in the elastic case, when a liquid-solid interface
is involved ; here, the Cartesian stencil has to be removed. The same limitation applies when
considering a complex free surface, leaving second-order FD stencils. For the rotated FD stencil
(Saenger et al., 2000), the free surface condition is verified simply through a vacuum approach,
with a minimum of 25 nodes per shear wavelength for a flat topography, and up to 60 nodes per
shear wavelength with a complex topography (Saenger & Bohlen, 2004; Bohlen & Saenger, 2006)
in the time domain. Gelis et al. (2007) have also shown that this is similar in the frequency
domain, leading to the solving of rather significant sparse linear systems. The method we
propose here will significantly reduce this dense sampling near to the free surface, a key issue
for frequency formulation.
We thus present a FV P0 method based on a first-order hyperbolic elastodynamic system
in the frequency domain, as is usual for FV formulations (Remaki, 2000). We will deduce the
discretised system of linear equations to be solved only for velocity components, using the par-
simonious strategy (Luo & Schuster, 1990). The numerical dispersion behaviour of this scheme
will be analysed before discussing the perfectly matched layer (PML) conditions (Berenger,
1994). The implementation of the source will require specific attention before going on to nu-
merical validations against both the analytical solutions and the numerical solutions obtained
by other numerical methods. For these examples, we will show the respective numerical costs
of frequency-domain FV and O(∆x2) FD methods. We will conclude with the potential of this
FV approach in the frequency domain for the modelling of seismic 2D P-SV waves and the
perspectives for inversion.
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1.6.4 Finite volume formulation in the frequency domain
We consider a first-order hyperbolic elastodynamic system for 2D P-SV waves in isotropic
medium in the frequency domain where both velocities (Vx,Vz) and stress (σxx,σzz,σxz) are
unknown quantities as described by the following differential system :
− ιωVx = 1
ρ(x)
{∂σxx
∂x
+
∂σxz
∂z
}
+ Fx
−ιωVz = 1
ρ(x)
{∂σxz
∂x
+
∂σzz
∂z
}
+ Fz
−ιωσxx =
(
λ(x) + 2µ(x)
)∂Vx
∂x
+ λ(x)
∂Vz
∂z
− ιωσxx0
−ιωσzz = λ(x)∂Vx
∂x
+
(
λ(x) + 2µ(x)
)∂Vz
∂z
− ιωσzz0
−ιωσxz = µ(x)
{∂Vx
∂z
+
∂Vz
∂x
}
− ιωσxz0 , (1.51)
where the Lame´ coefficients that describe the medium are denoted by λ, µ, the density by ρ
and the angular frequency by ω. Source terms are either point forces (Fx, Fz) or applied stresses
(σxx0 , σzz0 , σxz0) as introduced in system (1.51). The pure imaginary number defined as x
2 = −1
is denoted as ι. The Fourier transform follows the usual convention as f(ω) =
∫ +∞
−∞ f(t)e
−ιωdt.
To develop a pseudo-conservative formulation that will be useful for integration over a surface
in 2D, we will consider the following new vector with three components ~T t = (T1, T2, T3) =
((σxx+σzz)/2, (σxx−σzz)/2, σxz). Moreover, we must consider a finite domain, and therefore we
apply PML absorbing conditions (Berenger, 1994) through the functions sx, sz for the velocity
equations and the functions s′x, s′z for the stress equations. More details on the expression of
these damping functions sx, sz, s
′
x, s
′
z are given below. The new differential system equivalent
to system (1.51) can be written as :
− ιωρVx = sx∂(T1 + T2)
∂x
+ sz
T3
∂z
+ ρFx
−ιωρVz = sx∂T3
∂x
+ sz
∂(T1 − T2)
∂z
+ ρFz
−ιωT1
λ+ µ
= s′x
∂Vx
∂x
+ s′z
∂Vz
∂z
− ιωT
0
1
λ+ µ
−ιωT2
µ
= s′x
∂Vx
∂x
− s′z
∂Vz
∂z
− ιωT
0
2
µ
−ιωT3
µ
= s′x
∂Vz
∂x
+ s′z
∂Vx
∂z
− ιωT
0
3
µ
(1.52)
We apply a surface integration over a control cell identified by the index i. For practical reasons
of meshing, control cells are often taken as triangles, but the formulation still stands for any
polygonal cells as quadrangles, for example. The geometrical description of a medium depends
on the meshing tool we are using, and the filling of 2D space with triangles or 3D space with
tetrahedra is often provided by mesh designers. Appendix 1.6.9 illustrates the development of
the FV method in a regular Cartesian mesh, which is equivalent to a second-order FD formu-
lation in a Cartesian grid without the staggered grid structure. Therefore, we can compare the
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numerical performances of the FV method we have developed and the staggered-grid O(∆x2)
FD method, which is less intensive than the O(∆x2) FD method considering all of the unk-
nowns at each node of the grid. The formulation presented here is based on triangular cells
in a conformal mesh, which imposes three edges and neighbours for each cell considered. The
quantities are constant inside each cell, an assumption known as the P0 approximation. Higher-
order interpolations of Pk are often referred to as discontinuous Galerkin methods (Ka¨ser &
Dumbser, 2006), which should be compared with the new high-order FD schemes, a task that
we have not tackled here since these approaches cannot be adapted to our frequency-domain
formulation as tackled with a direct solver. According to Green’s theorem, we end up with the
discrete system written in a vectorial form (see Appendix 1.6.10 for the complete derivation) :
− ιωAiρi~Vi =
∑
j∈∂Ki
lijGij +Aiρi ~Fi
−ιωAiΛi ~Ti =
∑
j∈∂Ki
lijHij − ιωAiΛi ~T 0i (1.53)
The surface of the i cell is denoted by Ai =
∫
Ki
dS. The index j ∈ ∂Ki labels the three
neighbouring cells that have a joint edge with the i cell. The length of the edge between cells i
and j is denoted by lij . The numerical approximation of fluxes is denoted by lijHij and lijGij .
The matrix Λi is the diagonal matrix defined by Λi = diag(1/(λi + µi), 1/µi, 1/µi). Finally,
source vectors applied inside the i cell are denoted by ~Fi and ~T 0i.
Centred numerical fluxes of the velocity and stress components between two cells are in-
troduced because they preserve a discrete energy inside the entire zone away from the PML.
These were first proposed by Remaki (2000) and used by BenJemaa et al. (2007) for the elasto-
dynamics in the time domain, and Dolean et al. (2006) for Maxwell equations in the frequency
domain. This gives us the following estimation of the quantities Gij and Hij :
Gij =
∑
r∈{x,z}
nijrNk
sri
~Ti + srj
~Tj
2
Hij =
∑
r∈{x,z}
nijrMk
s′ri ~Vi + s
′
rj
~Vj
2
, (1.54)
where the normal vector component r is oriented for each edge of cell i towards cell j and is
denoted by nijr . Projector matrices defined for a vectorial formulation are denoted by Mk and
Nk.
The geometrical properties of triangles give∑
j∈∂Ki
lijPij = 0 (1.55)
where Pij =
∑
r∈{x,z} nijr . These geometrical properties ensure that for the first-order system,
the unknowns in a given cell i depend only on the unknowns of the surrounding cells, and not
on the unknowns of the cell i that are cancelled out by the construction as it is built by centred
fluxes.
Discrete equations expressing the stress components, as the second vectorial equation of
system (1.53), can be eliminated by inserting them into the fluxes that are required in the
58
1.6 Application GD P0 ou volume fini
Figure 1.4 – Illustration of the numerical scheme. In black, the central cell for which the
solution is computed. The neighbouring cells (hatched) have unknowns that do not influence
the scheme. In grey, the neighbours of these neighbouring cells with unknowns that are involved.
velocity equations, the first vectorial equation of system (1.53), thus reducing the memory
requirement for wave propagation. Luo & Schuster (1990) proposed this parsimonious strategy
for the FD method, and it turns out that it also works well for this FV method. After elimination
of the stress components, we end up with the following two algebraic equations for the two
unknown velocity components :
ω2Vxi = ιωFxi +
ιω
Aiρi
∑
j∈∂Ki
lij
2
{
nijxsxj
[ ι(λj + µj)
ωAj
∑
k∈∂Kj
ljk
2
(njkxs
′
xk
Vxk + njkzs
′
zk
Vzk) + T
0
1j
]
+ nijxsxj
[ ιµj
ωAj
∑
k∈∂Kj
ljk
2
(njkxs
′
xk
Vxk − njkzs′zkVzk) + T 02j
]
+ nijzszj
[ ιµj
ωAj
∑
k∈∂Kj
ljk
2
(njkxs
′
xk
Vzk + njkzs
′
zk
Vxk) + T
0
3j
]}
ω2Vzi = ιωFzi +
ιω
Aiρi
∑
j∈∂Ki
lij
2
{
nijzszj
[ ι(λj + µj)
ωAj
∑
k∈∂Kj
ljk
2
(njkxs
′
xk
Vxk + njkzs
′
zk
Vzk) + T
0
1j
]
− nijzszj
[ ιµj
ωAj
∑
k∈∂Kj
ljk
2
(njkxs
′
xk
Vxk − njkzs′zkVzk) + T 02j
]
+ nijxsxj
[ ιµj
ωAj
∑
k∈∂Kj
ljk
2
(njkxs
′
xk
Vzk + njkzs
′
zk
Vxk) + T
0
3j
]}
, (1.56)
where k ∈ ∂Kj labels the index of the cells j, the neighbours of the cell i. Due to properties
of the triangle given by expression (1.55), and due to the centred flux estimations and the
parsimonious formulation that lead to this algebraic system (1.56), the velocity unknowns only
depend on the velocities of the neighbours of the neighbours of the cell : neighbouring velocity
unknowns are not directly involved in the numerical scheme for a given element. Figure 1.4
illustrates this configuration on a regular mesh, where the numerical scheme centred on the
black central cell depends on the unknowns at this cell and on the unknowns belonging to the
neighbours of the neighbouring cells (grey cells). No dependency with hatched-cell unknowns is
seen, as previously noted by LeVeque (2007) as the black/red pattern of the centred numerical
schemes.
Equations (1.56) can be recast in matrix form as AV = B, where the sparse impedance
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matrix A contains 14 non-zero coefficients per row in the general case (i.e., without any regular
structure), due to the expected irregular numbering of the cells inside the mesh. We should also
stress that the corresponding matrix for the parsimonious O(∆x2) rotated FD stencil (Gelis
et al., 2007) has 18 non-zero elements.
The free-surface condition is explicitly expressed in the numerical scheme by considering a
ghost cell above the free surface that has the same velocity and the opposite stress components
to those below the free surface, in order to fulfil the zero stress at the free surface while
keeping the correct numerical estimation of the particle velocity at the free surface. Using
these velocities and stresses in the ghost cell, the stress flux across the free surface interface
vanishes, while the velocity flux is twice the value that would have been obtained by neglecting
the flux contribution above the free surface. This boundary condition has been implemented by
modifying the impedance matrix accordingly without introducing any new unknown quantities.
Similarly, fluid-solid interface modelling requires discontinuities of particle tangential velocities
at the boundary. The specific interface conditions that follow the same strategy as that described
by BenJemaa et al. (2007) for crack simulations, have also led to a modification of the impedance
matrix for both cells that share an interface segment, without increasing its complexity. The
same equations with identical numerical schemes are used for both fluid and solid media, where
the µ value is set to zero inside the fluid medium.
1.6.5 Numerical properties
Discretisation leads to numerical dispersion in the particle velocity wavefields. For unstruc-
tured meshes, the dispersion could not be estimated analytically, while a regular distribution
of equilateral triangles will allow such an investigation. Moreover, we must consider specific
properties at the edges of the grid for the extension of the medium to infinity. Finally, the
source implementation has to excite the entire grid without exciting a specific sub-grid that is
related to the centred pattern of our system.
1.6.5.1 Numerical dispersion analysis
The numerical dispersion can be estimated for such a discrete system of a regular distri-
bution of equilateral triangles (see the mesh configuration in Figure 1.4 for this pattern). We
here consider an incident-plane wave propagating inside an infinite and homogeneous medium
away from the PML and source zones. Due to the regular mesh, the Hermitian structure of
the matrix makes eigenvalues real. They are computed numerically for different Poisson ratios
from 0.0 to 0.5, for different number of cells per wavelength, and with incidence angles ranging
between 0o and 180o with steps of 15o. The dispersion curves are quite similar to those obtained
by Virieux (1986b) using an accurate O(∆x2) FD scheme, as shown in Figure 1.5. The rule of
thumb of ten grid points per wavelength appears to provide acceptable propagation dispersion,
whatever the value of the shear wave velocity, which can decrease to zero without any numerical
instability. The O(∆x2) rotated staggered-grid FD stencil provides similar results with a grid
length that is higher by a factor of
√
2 (Saenger et al., 2000). We should also note that we have
considered the triangle edge length for the FV approach and the grid step length for the FD
approach, as our discrete reference values.
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Figure 1.5 – (a) P-wave and (b) S-wave normalised phase-velocity dispersion curves for dif-
ferent plane waves with various incident angles for both the FV (continuous lines) and the
O(∆x2) Cartesian FD approaches (dashed lines).
1.6.5.2 PML absorbing boundary conditions
The frequency domain allows the straightforward numerical implementation of PML condi-
tions, without any splitting of particle velocity components or additional integration of memory
variables, as for the time-domain formulation, due to the complex coordinate change (Chew &
Liu, 1996). Numerical tests show that the PML efficiency strongly depends on the mesh struc-
ture in the PMLs. The PML absorbing boundary condition requires that PML-PML interfaces
be oriented along the Cartesian directions (Berenger, 1994). This condition is not satisfied if
triangles of arbitrary orientations are used in the PML layers. In such a case, we saw poor
absorption, as illustrated in Figure 1.6-(a) for a distribution of non-constrained triangles in
arbitrary orientations in the PML layers. Therefore, a constrained mesh in PML zones with
multiple layer structures parallel to the Cartesian directions (see Figure 1.7 for the discretisa-
tion of the lower left quarter of the medium) provides efficient absorption of the elastic waves.
A transition is, of course, performed between the main central zone of the grid and the PML
constrained zones. With this constraint on the mesh construction, at each parallel interface of
the PML layers, the major part of the energy is contained along the damped direction, and the
numerical flux energy is globally damped by the variations in the PML functions sx, sz, s
′
x, s
′
z
as we move deeper into the PML zone. We can here note that use in the PML of quadrangle
cells oriented along the Cartesian axes should provide a very efficient behaviour as absorbing
boundaries, although this is less easy to implement with triangular mesh generators.
The standard frequency PML function is defined by :
sr =
1
1 + ιγr/ω
, (1.57)
where the index r can be x or z. A similar expression is obtained for the s′r function. Both of
these functions are only used inside the PML zones. Outside of the damping zone, the values of
the sr and s
′
r functions are simply equal to 1. The value γr is typically used as a polynomial or
cosine function for progressive energy damping. Numerical tests have shown better behaviour
with a modified PML function derived from the developments indicated by Drossaert & Gian-
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Figure 1.6 – Frequency map solutions where the real part of the horizontal velocity for
different PML configurations is displayed. (a) No mesh constraints applied, and (b) with mesh
constraints applied.
nopoulos (2007). The definition of the damping functions sr and s
′
r are extended through the
following equation :
sr =
1
κr + ιγr/ω
, (1.58)
with the expressions κr and γr as cosine functions. A linear dependency of the term γr with
frequency has shown good damping behaviour that is almost independent of the frequency.
These functions are defined as :
γr(l) = ωBcos(
lπ
2lpml
)
κr(l) = 1 + Ccos(
lπ
2lpml
), (1.59)
along the perpendicular direction, where lpml is the size of the PML zone, which is taken as
fifteen cells in the examples that we have selected here. Efficient damping has been obtained
with the values of B = 25 and C = 2 for equations (1.59). For an illustration of the PML
mesh structure and of the numerical implementation of the wave-absorbing effects, a test was
performed in a homogeneous infinite medium with a P-wave velocity of 2500 m/s, an S-wave
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Figure 1.7 – PML construction with multiple layer structures parallel to the Cartesian direc-
tions for the lower left quarter of the medium.
velocity of 1558 m/s, and a density of 1500 kg/m3 inside a finite grid. The simulation was
performed at 4 Hz with a unitary explosive source. Figure 1.6 shows the frequency map solution
for (a) a non-constrained mesh, and (b) a constrained mesh. Only the real part of the horizontal
velocity is shown, although the behaviour is similar for the other components of the solutions.
The mesh structure clearly has a significant influence on the PML efficiency.
1.6.5.3 Source implementation
The introduction of both point forces and point excitation stresses in the first-order system
of equations (1.51) allows us to develop various point excitations : an impulsive force along
the Cartesian directions or an explosive source can be applied easily using forces and stresses,
respectively. A staggered behaviour over the mesh occurs in discrete equations, where the
unknowns of one cell do not depend directly on the unknowns of its neighbours, but on the
unknowns of the neighbours of the neighbouring cells. For particular mesh configurations, such
as a regular equilateral mesh, if the source excitation is applied to one cell, simulations show
that in the mesh only one cell out of two is excited. To avoiding this checker-board pattern,
we spread the source over several cells using a Gaussian function. Of course, the numerical
dispersion will express its properties based on twice the coarseness of the grid, as this is the
price to be paid when considering centred fluxes. A similar observation can be made for the
O(∆x2) rotated FD scheme. This has been the main reason for different authors moving to a
staggered grid formulation. Figure 1.8 shows this pattern for an infinite homogeneous model
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Figure 1.8 – Frequency map solutions with the real parts of the horizontal velocity for a
horizontal point force in an infinite medium. (a) Single cell excitation, and (b) smooth source
excitation on several cells (29).
Figure 1.9 – Frequency map solution with real parts of the horizontal velocity for a horizontal
point force in a flat topography model. (a) Single cell excitation, and (b) smooth source exci-
tation on several cells (29). The mesh pattern is less visible than for Figure 1.8, although it is
still present in (a).
with a central horizontal force. A single cell is excited in Figure 1.8-(a), whereas a Gaussian
source is applied to 29 cells in Figure 1.8-(b). It can also be noted that for the model with a free
surface, the explicit formulation of such a boundary recouples the two decoupled submeshes,
as shown in Figure 1.9 with the same source configuration as in the previous test. We still need
to implement smooth source excitation for propagation inside the medium.
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1.6.6 Numerical results
Several benchmarks will be presented to assess the accuracy of this new method, and we
will focus more specifically on the influence of the mesh structure. Indeed, numerical tests with
regular equilateral meshes and arbitrary unstructured meshes have shown the influence of the
mesh regularity on solution accuracy : in spite of mesh refining, the solutions of the simulations
do not converge to the true solution when considering unstructured meshes, whereas conver-
gence is achieved with regular meshes. A sensitivity study on perturbed regular meshes has
confirmed this behaviour. Accuracy problems in unstructured meshes typically involve travel-
time shifts in seismograms. Dolean et al. (2006) observed the same behaviour of convergence
dependency for P0 interpolation when applied to Maxwell equations in the frequency domain,
while convergence of a linear P1 interpolation appears to be less dependent on the regularity
of the mesh. Moreover, the theoretical evaluation of the second-order accuracy in space of the
numerical scheme has been demonstrated for regular structured meshes (Remaki, 2000). In our
different comparisons, we will specify when we consider regular equilateral meshes or unstruc-
tured meshes. In the following, we first compare the FV results with the analytical solutions for
different canonical problems. The solutions to more complex models are then compared with
FD solutions.
Analytical solutions and reference FD codes have been constructed in the time domain, and
comparisons are performed in this domain. FV solutions are, of course, computed for several
frequencies, spanning over the source wavelet bandwidth. To avoid the wrap-around effect
in seismograms, complex frequencies (Mallick & Frazer, 1987) are used in frequency-domain
simulations. An inverse fast Fourier transformation will provide us with seismograms in the
time domain for the comparison of the solutions. The size of the cells is chosen with respect to
the maximal frequency of the source bandwidth. The results for the unstructured meshes are
finally illustrated.
1.6.6.1 Comparison with analytical solutions
An infinite homogeneous model with an explosive source : the acoustic case
Acoustic propagation can be modelled inside an infinite homogeneous elastic medium using
an explosive source that generates only a P-wave pulse. The numerical grid is bounded by four
absorbing layers on the edges. For the homogeneous case, the analytical solutions are build up
for the Helmholtz equation. A comparison of the radial velocity with the analytical solution
was performed for a 2500 m/s P-wave velocity medium with a regular equilateral mesh of
size 1/10 of the P-wavelength (no S-wave is generated). Figure 1.10 shows the seismogram of
the radial velocity at a receiver at a distance of 500 m from the source, and it illustrates the
good agreement between the FV (crosses) and analytical (continuous line) seismograms. The
tangential velocity is not strictly equal to zero, due to the smooth source and the numerical
errors, although it still remains negligible.
Flat free-surface medium : the Garvin problem
The Garvin analytical solution deals with the propagation of elastic waves in a homogeneous
half space with a flat free surface and an explosive source (Garvin, 1956). Comparisons with a
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Figure 1.10 – Comparison between analytical (continuous line) and numerical (crosses) seis-
mograms for the acoustic case.
Garvin solution are quite a challenging problem because the FV method must model Rayleigh
waves with good accuracy near to the free surface, a critical issue for an efficient full waveform
inversion algorithm. A homogeneous medium with a P-wave velocity of 3464 m/s, an S-wave
velocity of 2000 m/s, and a density of 2000 kg/m3 was considered. A Gaussian explosive source
was considered at 150 m in depth, with 15 m of correlation length and with a line of receivers
set on the surface with an offset of 200 m to 4000 m, and a space step of 200 m. A Ricker
wavelet of central frequency 4 Hz was chosen. The simulation was performed over the source
bandwidth, ranging from 0 Hz to 14 Hz. A regular equilateral mesh was taken, with a cell edge
size of 15 m, which represents 1/10 of the S-wavelength.
The horizontal and vertical particle-velocity seismograms computed with the FV method
are compared with the analytical ones in Figure 1.11. The direct and the Rayleigh waves are
both modelled with very good levels of accuracy in shape and amplitude for the whole range of
offsets for the two components. No time shift appears with the offsets, which confirms the small
dispersion of the scheme when considering 10 cells per S-wavelength. Since our seismograms
have relative simple shapes, we have considered the relative RMS residuals of the particle ve-
locity field in the time domain for a quantitative estimation of the accuracy of the numerical
solutions. The relative residual at one observer is the L2 norm of one component of the dif-
ferential seismograms over the L2 norm of the same component of the reference seismogram.
Moreover, we consider the total relative residual, named the TRR value, as the average of
the relative residuals over the receivers. The TRR values are 4.1 10−2 and 2.6 10−2 for the
horizontal and vertical components, respectively.
The two-layer model with a horizontal interface
An analytical solution can be constructed when considering two homogeneous half spaces. A
compressional point source will act in the upper layer. The software code known as EX2DELEL
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Figure 1.11 – Seismograms for the Garvin problem. (a) Horizontal and (b) vertical components
of the velocity at the receivers. The analytical solution is represented by dotted lines, FV by
continuous lines, and the differences by dashed lines.
and provided by the Spice consortium (http ://www.spice-rtn.org) was used to compute these
solutions. Green’s functions were first computed by the Cagniard-De Hoop technique, and a
numerical convolution with the source wavelet gave the total response. The FV simulation was
performed with the PML conditions on the four edges of the model for considering an infinite
medium. The model dimensions were 12 × 2.5 km. The interface between the two layers was at
a depth of 1150 m. The receivers were placed on a line at a depth of 280 m, with a space step
of 200 m, from 0 m to 12000 m in distance, leading to an array of 201 sensors. The explosive
source was placed at a distance of 500 m and at a depth of 370 m, with a correlation length of
30 m. The source wavelet was a Ricker wavelet with a central frequency of 4 Hz. Two tests were
performed in regular equilateral meshes to evaluate the fluid-solid and solid-solid interfaces.
Fluid-solid interface
Fluid-solid interface modelling is quite challenging for marine acquisition or simulation in re-
servoirs, as discontinuities must exist at the boundary. It is important to verify the accuracy of
the solution, and we considered a simple planar interface. The upper medium was considered
as an acoustic one with a P-wave velocity of 1500 m/s, an S-wave velocity of 0 m/s, and a
density of 1,000 kg/m3, while the lower medium had a P-wave velocity of 3400 m/s, an S-wave
velocity of 1963 m/s, and a density of 2400 kg/m3. A discretisation of 13 cells per P-wavelength
in the fluid domain was chosen to keep the numerical dispersion negligible. Figure 1.12 shows
the horizontal and vertical components of the particle velocity for the analytical (dotted), FV
(continuous) and residual (dashed) solutions. There is good agreement between the analytical
and FV solutions. The TRR values are 15.2 10−2 for the horizontal component, and 17.9 10−2
for the vertical one. However, we can see parasite reflections from PML zones exactly where
the acoustic/elastic interface penetrates the PML layer. Figure 1.13 illustrates such reflections
for a shorter offset model.
Solid-solid interface
The solid-solid interface test was performed with values of 2500 m/s, 1558 m/s and 1500
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Figure 1.12 – Seismograms computed in the two-layer model with a liquid-solid interface. (a)
Horizontal and (b) vertical components of the velocity at the receivers. The analytical solution
is represented by dotted lines, FV by continuous lines, and the differences by dashed lines.
kg/m3 for the P-wave velocity, the S-wave velocity, and the density for the upper half-space,
and values of 3400 m/s, 1963 m/s and 2400 kg/m3, respectively, for the lower half-space. The
FV seismograms were computed in a regular mesh, with ten cells per shear wavelength. There
is good agreement between the analytical and FV seismograms (Figure 1.14). The TRR values
are 10.0 10−2 and 12.3 10−2 for the horizontal and vertical components, respectively. Note the
efficient absorption of the PML in the case of the elastic-elastic interface.
1.6.6.2 Comparison with numerical solutions
The FV method needs to be benchmarked according to the other numerical techniques that
can be applied to a more complex medium, which should be more representative of the realistic
applications of full waveform inversion. The FV solutions were validated against seismograms
computed with a time-domain O(∆x2,∆t2) rotated staggered-grid FD method (Saenger et al.,
2000), for three complex media : the corner-edge model ; a homogeneous hill model for consi-
dering complex topography ; and a realistic heterogeneous model corresponding to a subset of
the so-called Marmousi II model.
The Corner-Edge Model
A synthetic model, known as the corner-edge model (Figure 1.15), is defined by a flat free
surface and a corner with a sharp velocity contrast that introduces multiple reflections and
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Figure 1.13 – Seismograms at (a) receiver positions, and (b, c) snapshots for the horizontal
component of the particle velocity for the two-layer problem with a liquid-solid interface and
short offset geometry. Note the parasite reflections from the PML with a liquid-solid interface.
The snapshots illustrate the incident wavefield at 2.8 s (b) and the reflected waves from the
PML at 4.8 s (c).
Figure 1.14 – Seismograms computed for the two elastic-layer model. (a) Horizontal and (b)
vertical components of the velocity at the receivers. The analytical solution is represented by
dotted lines, FV by continuous lines, and the differences by dashed lines.
diffractions for both body and surface waves (Virieux, 1986a). The upper medium had a P-
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Figure 1.15 – Geometry of the Corner-Edge model.
wave velocity of 6000 m/s, whereas the lower medium had a P-wave velocity of 9000 m/s.
The S-wave velocity was computed from the P-wave velocity, with a ratio of
√
3. The model
had a homogeneous density of 2500 kg/m3. The explosive source was located at (x=7500 m,
z=2900 m), and it had a Ricker wavelet of central frequency of 4 Hz as the time function. The
receiver line was placed below the topography at a depth of 30 m, with a receiver spacing of
50 m, from 0 m to 18000 m. An equilateral mesh was constructed with an edge length of 26.6
m, corresponding to the discretisation rule of ten cells per minimum shear wavelength. The
agreement between the FV and FD solutions is illustrated in Figure 1.16. The TRR values are
10.1 10−2 for the horizontal and 9.8 10−2 for the vertical components of the velocity.
Complex topography Model
A homogeneous model with a hill-shaped topography was used to assess the accuracy of
the FV method with a non-flat free surface. A homogeneous medium was used (4000 m/s and
2309 m/s, for P-wave and S-wave velocities, respectively, and 2,000 kg/m3 for density). An
explosive source was set in the middle of the hill, 25 m below the topography, and it had
a Ricker wavelet of central frequency of 4 Hz as a time dependence. The receiver line was
located at a depth of 5 m below the free surface. Figure 1.17 shows the real part of a 10-Hz
monochromatic wavefield for the horizontal velocity component. An equilateral mesh allows the
modelling of the topography by straight lines (Figure 1.18), without the stair-case description
of the FD methods. This description is not perfect, as it should be with an unstructured mesh,
but numerical simulations have shown quite accurate results with 15 cells per shear wavelength
with this topography, whereas the second-order rotated staggered-grid FD stencil requires 60
points. The FV and FD seismograms computed with these two above-mentioned discretisation
rules (15 and 60 cells per shear-wavelength, respectively) are compared in Figure 1.19, and
they show good agreement. The TRR values are 11.7 10−2 and 12.4 10−2 for the horizontal
and vertical components of the velocity, respectively. The surface waves are well modelled, and
no numerical dispersion occurs. Simulations with a finer mesh led to comparable seismograms
for both the FV and the FD methods.
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Figure 1.16 – Seismograms computed for the Corner-Edge model. (a) Horizontal and (b)
vertical components of the velocity at the receivers. The reference solution computed with the
FD method is represented by dotted lines, FV by continuous lines, and the residuals by dashed
lines. Both of these solutions are very similar across the entire time window.
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Figure 1.17 – Monochromatic wavefield of the horizontal velocity for the hill model. The real
part of the wavefield is illustrated for a 10-Hz simulation.
Realistic model : a subset of the Marmousi II model
The Marmousi II synthetic model represents a complex elastic medium, which makes it sui-
table for testing the FV method we propose here. A limited target of the model with multiple
interfaces was chosen to limit the core memory requested by the frequency-domain formulation
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Figure 1.18 – Description of a complex topography with regular equilateral triangles.
Figure 1.19 – Seismograms computed for the hill model. (a) Horizontal and (b) vertical com-
ponents of the velocity. The reference solution computed with the FD method is represented by
dotted lines, the FV solution by continuous lines, and the difference between the two solutions
with dashed lines.
used for building the time-domain seismograms. This target, the dimensions of which were 5000
m × 2000 m (6000 m × 2500 m with the PML layers), is illustrated in Figure 1.20 for the P-
wave velocities. An explosive source was located at (x=1000 m, z=100 m), and a Ricker wavelet
of central frequency of 4 Hz was considered. The receiver line was set at a depth of 25 m below
the topography. The edges of the regular triangular mesh had lengths of 7.1 m, corresponding
to 10 cells per shear wavelength. Figure 1.21 illustrates the seismograms at the receivers. Com-
parisons with the FD method show quite similar results. The small differences that occur for
the horizontal velocity can be attributed to the model description, which is slightly different
for the square and the triangle parametrisation. The FV simulations in finer triangular meshes
led to similar seismograms, hence providing additional validation of the discretisation rule of
ten cells per S-wavelength for heterogeneous media, which is quite encouraging for future work.
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Figure 1.20 – P-wave velocity distribution of the realistic model taken from the Marmousi II
model.
Figure 1.21 – Seismograms computed in the target of the Marmousi II model with the FV
method, using a regular equilateral mesh. (a) Horizontal and (b) vertical particle velocities at
the receiver positions.
1.6.6.3 Numerical tests with unstructured meshes
This FV method is now analysed in unstructured meshes. The P0 interpolation should pro-
vide solutions with a given level of accuracy in such meshes. Previous hill models and Marmousi
II models will be considered. The FV solutions computed for an equilateral mesh will be used
as the reference solutions. Unstructured meshes allow very precise modelling of the free surface
when a complex topography is considered. No constraints on triangle angles have been applied
73
LA MODE´LISATION DE LA PROPAGATION DES ONDES E´LASTIQUES EN 2D
Figure 1.22 – Seismograms computed in the hill model using equilateral and unstructured
meshes. (a) Horizontal and (b) vertical components of the particle velocity at the receivers.
The reference solution computed with FV in regular equilateral mesh is plotted with dotted
lines, and the solution in an unstructured mesh with continuous lines. Note the advance of the
solution computed in the unstructured mesh, as it increases with propagation time.
for either model. Moreover, the triangle sizes can be adapted to the propagated wavelengths
locally, to minimise the number of cells, and therefore the number of unknowns to be solved
in the linear system, a very appealing feature when performing factorisation of the impedance
matrix. The hill model simulation was performed with an unstructured mesh by considering
the discretisation rule of fifteen cells per minimum shear wavelength. The comparison between
seismograms computed for an equilateral structured and for unstructured meshes is shown in
Figure 1.22. Of course, there is a good match of the amplitudes, whereas there is a negative
time shift of the phases that increases with the propagation time in seismograms computed in
the unstructured mesh. The Marmousi II model simulation was performed in an unstructured
mesh adapted to the local shear-wave velocity, with at least ten cells per shear wavelength. The
seismograms look similar to those computed for an equilateral mesh (compare Figures 1.21 and
1.23). However, a direct comparison between the seismograms computed in the equilateral and
unstructured meshes ( Figure 1.24) shows the same slight negative time delay as is seen for
the hill model. The simulations in finer unstructured meshes for both the hill and Marmousi
II models have not shown better convergence of the numerical solution, as expected for the P0
interpolation for unstructured meshes.
1.6.7 Numerical cost of method
Computational costs are always a difficult question, and we will focus here on a comparison
between the FV and FD methods for the same order of accuracy in the frequency domain. We
will focus on the specific example of the Marmousi II model (Figure 1.20). The source was an
explosion. The modelled frequency was 13 Hz. We can illustrate the CPU time and memory
requirements of the FV method with the second-order parsimonious rotated frequency-domain
FD method (Gelis et al., 2007). Both of these methods make use of the direct solver MUMPS
(MUMPS-team, 2007), which performs the resolution of the linear system by LU decomposition
of the sparse matrix through a multifrontal approach. The medium is discretised with 10 cells
per minimum S-wavelength for the FV approach in a regular equilateral mesh, with 10 cells
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Figure 1.23 – Seismograms computed in the target of the Marmousi II model using an un-
structured mesh. (a) Horizontal and (b) vertical components of the velocity at the receivers.
These seismograms can be compared with that computed in the same model parametrised with
an equilateral mesh (Figure 1.21).
per local S-wavelength for the FV method in an unstructured mesh, and with 28 points for the
FD method in order to have an acceptable numerical dispersion.
Table 1.1 illustrates the requirements of both of these methods for sequential execution on
a single processor. The coarser parameterisation of the FV naturally leads to less unknowns to
be computed and a less expensive estimation in terms of CPU time and core memory for all
of the MUMPS phases : a factor of 2.5 can be noted in this example, between the FV method
in a regular mesh and the FD method. Moreover, an adaptive unstructured mesh allows for
a significant decrease in the numerical resources when a heterogeneous medium is considered,
although we must be aware of the approximate precision of the solution when performing the
seismic inversion procedure. However, the mesh description of the medium introduces several
additional table build-ups and manipulations for the matrix construction, which are more time
consuming than the simple implicit construction of the FD techniques on a regular grid. Extra
CPU time costs of the FV methods will remain small for the different MUMPS numerical
procedures, and will occur only once when considering a full waveform inversion algorithm ;
they will not hamper the benefit of using a coarser grid for the FV method.
1.6.8 Discussion and conclusion
A FV method dedicated to full waveform inversion has been formulated in the space-
frequency domain for 2D P-SV wave propagation. By using the parsimonious approach, only
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Figure 1.24 – Comparison between the FV seismograms computed in the target of the Mar-
mousi II model with equilateral and unstructured meshes. (a) Horizontal and (b) vertical com-
ponents of the velocity at the receivers. The reference solution computed with FV in a regular
equilateral mesh is represented by dotted lines, and the solution in an unstructured mesh by
continuous lines.
Table 1.1 – Overview of the numerical cost for the FV method in regular and unstructured
meshes and the O(∆x2) FD method in the frequency domain for a realistic model at 13 Hz.
Numerical method regular FV unstructured FV FD
Number of unknowns to solve 1 421 364 549 638 4 850 020
Time to prepare data for matrix building (s) 54.4 40.1 1.0
Time for matrix building (s) 1.6 0.80 10.9
Time for factorisation (s) 272.3 79.5 999.4
Memory use for factorisation (Mb) 3448 1333 12061
Time for resolution of 1 shot (s) 3.8 1.7 13.5
particle velocity unknowns are used in the build-up of the impedance matrix, which incorpo-
rates various medium properties, including a free surface and possible liquid-solid interfaces.
Comparisons between numerical solutions computed with analytic and numerical reference
solutions for canonical and realistic configurations have shown that a structured equilateral
mesh provides accurate results for a discretisation of 10 cells per shear wavelength, even if the
topography and surface waves are considered. A complex topography should require a finer
description of 15 cells, coarser than O(∆x2) FD due to the triangular meshing. Unstructured
meshes are easily taken into account in the P0 FV formulation, although they suffer from a
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lack of precision even when fine meshes are considered. The CPU/memory requirements are
naturally less expensive than for O(∆x2) FD, in spite of the complex table manipulations due
to the mesh description of medium. Finally, the FV method with regular meshes appears to be
very efficient when compared with O(∆x2) FD methods, especially when a realistic topography
is considered. Considering unstructured meshes allows a significant decrease in the numerical
resources ; however, with lower accuracy of the wavefield approximation. Future work will focus
on the accuracy needed in forward modelling for the application of full waveform inversion. We
will investigate further the usefulness of unstructured meshes and the correlated accuracy for
such an imaging strategy. As an alternative, moving to higher order for the interpolation in the
discontinuous Galerkin approach will be a possibility. By considering the P1 interpolation, we
may find the best compromise between accuracy for the wavefield estimation and computational
efficiency required by the inversion.
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1.6.9 Appendix A : Equivalence FV P0 and O(∆x
2) FD in regular square
grids
The proposed FV method can be developed in any polygonal mesh structure. In a mesh of
regular squares, the FV formulation is equivalent to the second-order FD Cartesian stencil, as
we now show. Let us start with the first-order discrete system in velocity and stress :
ω2 ~Vk =
ιω
Akρk
∑
j∈∂Kk
lkj(nkjxNxsxj + nkjzNzszj )
~Tj
2
+ ιω ~Fk
ω2 ~Tk =
ιωΛ−1k
Ak
∑
j∈∂Kk
lkj(nkjxMxs
′
xj + nkjzMzs
′
zj )
~Vj
2
+ ω2 ~T 0k, (1.60)
where the cell numbering is denoted by the global index k. We modify the numbering of the
cells towards a double index system (i,j) that is more suitable for a mesh of squares (Figure
22) where the cell (i, j) has four neighbours located in positions (i, j − 1), (i − 1, j), (i + 1, j)
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Figure 1.25 – The regular Cartesian mesh for the development of the FV method equivalent
to O(∆x2) order FD.
and (i, j + 1). The quantity h denotes the constant step length of the grid. The system (1.60)
can now be written as a vectorial expression with two subscript indices :
ω2
−→
Vi,j =
ιω
h2ρi,j
(−hNxsxi,j−1
−−−→
Ti,j−1
2
+ hNxsxi,j+1
−−−→
Ti,j+1
2
− hNzszi−1,j
−−−→
Ti−1,j
2
+ hNzszi+1,j
−−−→
Ti+1,j
2
) + ιω
−→
Fi,j
ω2
−→
Ti,j =
ιωΛ−1i,j
h2
(−hMxs′xi,j−1
−−−→
Vi,j−1
2
+ hMxs
′
xi,j+1
−−−→
Vi,j+1
2
− hMzs′zi−1,j
−−−→
Vi−1,j
2
+ hMzs
′
zi+1,j
−−−→
Vi+1,j
2
) + ω2
−→
T 0i,j , (1.61)
which gives the following system of equations for scalar quantities :
ω2Vxi,j =
ιω
2hρi,j
(−sxi,j−1T1i,j−1 − sxi,j−1T2i,j−1 + sxi,j+1T1i,j+1 + sxi,j+1T2i,j+1
− szi−1,jT3i−1,j + szi+1,jT3i+1,j ) + ιωFxi,j
ω2Vzi,j =
ιω
2hρi,j
(−sxi,j−1T3i,j−1 + sxi,j+1T3i,j+1 − szi−1,jT1i−1,j + szi−1,jT2i−1,j
+ szi+1,jT1i+1,j − szi+1,jT2i+1,j ) + ιωFzi,j
ω2T1i,j =
ιω(λi,j + µi,j)
2h
(−s′xi,j−1Vxi,j−1 + s′xi,j+1Vxi,j+1 − s′zi−1,jVzi−1,j + s′zi+1,jVzi+1,j ) + ω2T 01i,j
ω2T2i,j =
ιωµi,j
2h
(−s′xi,j−1Vxi,j−1 + s′xi,j+1Vxi,j+1 + s′zi−1,jVzi−1,j − s′zi+1,jVzi+1,j ) + ω2T 02i,j
ω2T3i,j =
ιωµi,j
2h
(−s′xi,j−1Vzi,j−1 + s′xi,j+1Vzi,j+1 − s′zi−1,jVxi−1,j + s′zi+1,jVxi+1,j ) + ω2T 03i,j , (1.62)
which are equivalent to the system of discrete equations of a full second-order Cartesian FD
stencil inside which two staggered sub-systems propagate the seismic wavefield in an uncoupled
way.
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1.6.10 Appendix B : Finite Volume Development
The FV method is applied to first-order elastodynamic systems described by equations
(1.52). By introducing the projector matrices Mx, Nx, Mz and Nx defined by :
Nx = M
t
x =
[
1 1 0
0 0 1
]
Nz = M
t
z =
[
0 0 1
1 −1 0
]
(1.63)
and the diagonal matrix Λ = diag( 1λ+µ ,
1
µ ,
1
µ), system (1.52) can be written in a vectorial form
with a divergence expression :
− ιωρ~V =
−−−−−−−−−−−−−−→
div(sxNx ~T , szNz ~T )− ∂sxNx
∂x
~T − ∂szNz
∂z
~T + ρ~F
−ιωΛ~T =
−−−−−−−−−−−−−−−→
div(s′xMx~V , s
′
zMz
~V )− ∂s
′
xMx
∂x
~V − ∂s
′
zMz
∂z
~V − ιωΛ ~T 0 (1.64)
We then introduce vectorial forms : ~G(~T ) = (sxNx ~T , szNz ~T ) and ~H(~V ) = (s
′
xMx~V , s
′
zMz ~V ),
and apply a surface integration over a control cell identified by the index i.∫
Ki
−ιωρ~V dS =
∫
Ki
−−−−−−−→
div(~G(~T ))dS −
∫
Ki
∂sxNx
∂x
~TdS −
∫
Ki
∂szNz
∂z
~TdS +
∫
Ki
ρ~FdS∫
Ki
−ιωΛ~TdS =
∫
Ki
−−−−−−−→
div( ~H(~V ))dS −
∫
Ki
∂s′xMx
∂x
~V dS −
∫
Ki
∂s′zMz
∂z
~V dS −
∫
Ki
ιωΛ ~T 0dS(1.65)
Through Green’s theorem, the surface integration of divergence terms allows flux integrals to
appear :∫
Ki
−ιωρ~V dS =
∫
∂Ki
~G(~T )~ndL−
∫
Ki
∂sxNx
∂x
~TdS −
∫
Ki
∂szNz
∂z
~TdS +
∫
Ki
ρ~FdS∫
Ki
−ιωΛ~TdS =
∫
∂Ki
~H(~V )~ndL−
∫
Ki
∂s′xMx
∂x
~V dS −
∫
Ki
∂s′zMz
∂z
~V dS −
∫
Ki
ιωΛ ~T 0dS(1.66)
where ∂Ki is the boundaries of cell Ki and ~n is the external normal vector of ∂Ki.
We end up with the already explained discrete system written in a vectorial form. The partial
derivatives of all of the PML functions are cancelled by the P0 assumption :
− ιωAiρi~Vi =
∑
j∈∂Ki
lijGij +Aiρi ~Fi
−ιωAiΛi ~Ti =
∑
j∈∂Ki
lijHij − ιωAiΛi ~T 0i (1.67)
The integration of property (1.55) and flux formulation (1.54) into the discrete system (1.67)
gives the first-order discrete system where the parsimonious strategy can be applied :
ω2 ~Vi =
ιω
Aiρi
∑
j∈∂Ki
lij(nijxNxsxj + nijzNzszj )
~Tj
2
+ ιω ~Fi
ω2 ~Ti =
ιωΛ−1i
Ai
∑
j∈∂Ki
lij(nijxMxs
′
xj + nijzMzs
′
zj )
~Vj
2
+ ω2 ~T 0i (1.68)
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1.6.11 Conclusion
L’interpolation de bas ordre P0 se re´ve`le eˆtre une me´thode de choix pour palier un certain
nombre de difficulte´s occasionne´es par les me´thodes classiques de type DF, tout en e´tant tre`s
proche. L’utilisation de maillages re´guliers triangulaires de type e´quilate´ral permet entre autre
de repre´senter les topographies complexes par des successions de triangles re´guliers, engendrant
moins de diffractions parasites que la repre´sentation en marches d’escalier des DF, et permettant
ainsi une discre´tisation plus grossie`re du milieu.
Cependant, cette formulation ne permet pas d’appre´hender facilement toutes les applica-
tions possibles d’imagerie. La premie`re limitation est lie´e au type de maillage re´gulier e´qui-
late´ral, pour garder une consistance du sche´ma et une pre´cision acceptable des solutions. En
effet, la taille des cellules est uniforme dans tout le domaine de calcul et est contrainte par
la plus petite longueur d’onde du milieu, engendrant un sure´chantillonnage spatial pour des
milieux fortement he´te´roge`nes avec des larges gammes de vitesses de propagations. De meˆme,
la mode´lisation de topographies complexes est limite´e a` des formes relativement lisses. Enfin,
le contact liquide/solide pose certains proble`mes, rendant difficile la mode´lisation en milieu
marin.
1.7 Extension aux ordres supe´rieurs P1 et P2
1.7.1 Introduction
Les interpolations d’ordre supe´rieurs a` P0 sont indispensables pour l’utilisation de maillages
triangulaires non-structure´s, cle´ de la repre´sentation fine des topographies et bathyme´tries
complexes, et de l’adaptation aux proprie´te´s locales du milieu afin d’e´viter le sure´chantillonnage
spatial.
Les sche´mas GD tirent ge´ne´ralement be´ne´fice des ordres e´leve´s d’interpolation, pour une
discre´tisation grossie`re du milieu tout en obtenant de grands niveaux de pre´cision dans les
solutions (Ka¨ser & Dumbser, 2006). Dans la formulation GD telle que de´veloppe´e dans la
partie 1.5.3, les proprie´te´s physiques du milieu sont conside´re´es constantes par cellule. Pour
l’imagerie de milieux tre`s he´te´roge`nes par inversion de formes d’ondes, le pouvoir de re´solution
spatial optimal est de l’ordre de λ/2 ou` λ est la longueur d’onde locale (cf. partie 2.2.2). Pour
l’inversion, une discre´tisation de l’ordre de λ/4 est donc une repre´sentation optimale du milieu.
En basant l’inversion sur le meˆme maillage que le proble`me direct de mode´lisation, la taille
des cellules du maillage doit donc eˆtre le plus cohe´rent possible avec la re´solution attendue
de l’imagerie, et la taille ne´cessaire a` une solution assez pre´cise en GD, tout en e´vitant tout
sure´chantillonnage spatial couˆteux en temps de calcul et en me´moire. Ka¨ser & Dumbser (2006)
montrent que meˆme s’ils fournissent de grands niveaux de pre´cision dans les solutions, les ordres
d’interpolation supe´rieurs a` 2 sont relativement couˆteux en temps de calcul s’ils sont applique´s
pour des maillages aussi fins que ceux requis par l’imagerie, ces ordres e´tant optimaux pour des
discre´tisations grossie`res de l’espace. C’est pour cela que nous nous inte´resserons uniquement
aux ordres P1 et P2, donnant une repre´sentation line´aire et quadratique des champs au sein de
chaque cellule.
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Figure 1.26 – Sche´mas des fonctions de base P1 base´ sur les coordonne´es barycentriques du
triangle (d’apre`s Becker et al., 2001).
1.7.2 Formulation
Les ordres d’interpolations P1 et P2 que nous utilisons sont base´s sur des polynoˆmes de
Lagrange donnant respectivement des repre´sentations line´aires et quadratiques des solutions.
L’interpolation P1 conside`re 3 degre´s de liberte´ par champs et par cellule. Ces degre´s de
liberte´ sont localise´s sur les sommets de chaque triangle (Figure 1.26), permettant de forma-
liser les fonctions de base P1 ( ~ϕi = (ψ1, ψ2, ψ3)
t) base´es sur les coordonne´es barycentriques
((L1, L2, L3)
t) du triangle :
ψ1 = L1 =
1
2A
(
x2z3 − x3z2 + (z2 − z3)x+ (x3 − x2)z
)
ψ2 = L2 =
1
2A
(
x3z1 − x1z3 + (z3 − z1)x+ (x1 − x3)z
)
ψ3 = L3 =
1
2A
(
x1z2 − x2z1 + (z1 − z2)x+ (x2 − x1)z
)
(1.69)
L’interpolation P2 conside`re 6 degre´s de liberte´ par champs et par cellules. Ces degre´s de
liberte´ sont localise´s sur les sommets de chaque triangle ainsi qu’au milieu de chaque areˆte
(Figure 1.27). En utilisant les coordonne´es barycentriques, nous pouvons e´crire les polynoˆmes
P2 :
ψ1 = 2(L1 − 1)L1
ψ2 = 2(L2 − 1)L2
ψ3 = 2(L3 − 1)L3
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Figure 1.27 – Sche´mas des noeuds des fonctions de base P2.
ψ4 = 4L1L2
ψ5 = 4L2L3
ψ6 = 4L3L1 (1.70)
A partir de la formulation des vecteurs des fonctions de base, les matrices F˜ , G˜ et E˜ sont
obtenues par inte´gration nume´rique des combinaisons des fonctions de base (e´quations (1.45),
(1.46) et (1.47)) sur chaque triangle. L’annexe A donne un rappel sur l’inte´gration nume´rique
et un exemple pour l’application GD P1.
Enfin, le me´lange des ordres d’interpolation peut eˆtre envisage´ tre`s facilement dans la for-
mulation en de´veloppant les matrices F˜ et G˜ pour les ordres conside´re´s.
1.7.3 Approche parsimonieuse
Comme cela a e´te´ illustre´e pour la formulation GD P0 dans la partie 1.6.4, l’approche par-
simonieuse (Luo & Schuster, 1990) permet d’obtenir le syste`me discre´tise´ relatif aux e´quations
e´lastodynamiques du second ordre a` partir des e´quations du premier ordre. Cette me´thode
permet de discre´tiser les ope´rateurs du second ordre en DF a` partir des sche´mas construits
pour les ope´rateurs diffe´rentiels du premier ordre (Hustedt et al., 2004; Operto et al., 2007).
La substitution des champs de contraintes dans les e´quations par leur expression fonction de
la vitesse, permet de limiter le nombre de degre´s de liberte´ en ne calculant que les champs
de vitesses au lieu des champs de vitesses et de contraintes. Pour une re´solution du syste`me
line´aire avec un solveur direct, cette me´thode permet de re´duire l’ordre de la matrice a` re´soudre
d’un facteur 2.5 (2 champs de vitesses contre 5 champs de vitesses/contraintes). Cependant,
la matrice d’impe´dance obtenue par l’approche parsimonieuse est plus dense et posse`de une
largeur de bande nume´rique plus grande, occasionnant un plus grand remplissage lors de la
factorisation. Ainsi, les tests nume´riques ont montre´ que l’approche parsimonieuse permettait
d’e´conomiser 25 a` 30 % de me´moire, comparativement a` l’approche fonde´e sur la re´solution du
syste`me d’ordre 1 pour le sche´ma P0.
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Cependant, la plus grande complexite´ des formulations P1, P2 et mixtes, compare´ au P0,
rend difficile l’e´criture analytique et ge´ne´rique du sche´ma parsimonieux pour ces ordres d’in-
terpolation.
Une alternative possible est le passage en formulation parsimonieuse de fac¸on nume´rique
apre`s la cre´ation de la matrice discre`te du premier ordre. Je pre´sente ci-dessous un exemple
simple de cette manipulation sur une matrice 4× 4 :
Conside´rons le syste`me repre´sentant la matrice du premier ordre discre´tise´ :
a11 a12 0 0
a21 a22 a23 0
0 a32 a33 a34
0 0 a43 a44


V1
P2
V3
P4
 =

s1
s2
s3
s4
 , (1.71)
ou` V1 et V3 sont les e´le´ments du vecteur vitesse, P2 et P4 sont les e´le´ments du vecteur contrainte
et les termes si sont les termes sources. La structure particulie`re de la matrice, dans laquelle
les lignes d’inconnues de contraintes ne sont de´pendantes que d’inconnues de vitesses, et inver-
sement, permet d’e´crire un syste`me uniquement en vitesses de manie`re e´quivalente au syste`me
(1.71) : [
a11 − a12a21a22 −
a12a23
a22
−a32a21a22 a33 −
a32a21
a22
− a34a43a44
] [
V1
V3
]
=
[
s1 − a12s2a22
s3 − a32s2a22 −
a34s4
a44
]
, (1.72)
en supposant que les termes de colocation a22 et a44 sont non nuls, ce qui est vrai en pratique
dans la formulation GD si le module du terme de pulsation ω n’est pas nul (il pourrait avoir
une partie re´elle nulle et imaginaire non nulle).
Je propose l’algorithme 1.1 qui de´taille cette manipulation de la matrice en posant :
1. A la matrice du premier ordre de termes ai,j et B la matrice du second ordre de termes
bi,j .
2. s le vecteur second membre du premier ordre et s¯ le vecteur second membre du second
ordre.
3. ns l’ordre de la matrice du premier ordre.
4. vel un vecteur de taille ns dont la valeur est 1 si la ligne correspondante est une inconnue
de vitesse, et 0 si c’est une inconnue de contrainte.
5. nztab un vecteur donnant, pour chaque ligne de la matrice, le nombre de terme non nul
moins un (moins un pour enlever le terme de collocation).
6. indexcolumn un tableau 2D qui pour chaque ligne i de la matrice et chaque index de
terme non nul j, donne l’index jc de la colonne du terme j dans la ligne i (le terme de
collocation n’est pas pre´sent dans ce tableau).
7. pass un vecteur donnant l’index inew dans la matrice B, d’une ligne i de la matrice A.
Notons cependant que cette technique ne´cessite de stocker simultane´ment en me´moire les
deux matrices A et B, pouvant causer des limitations pour les proble`mes de grandes tailles.
De plus, l’imple´mentation nume´rique de cet algorithme de fac¸on se´quentielle est relativement
couˆteuse en temps, avec un temps ne´cessaire a` la manipulation des matrices, parfois supe´rieur
au temps de factorisation. Cette approche n’est donc pas viable pour les multiples applications
dans le cadre d’un algorithme d’inversion de formes d’ondes. Enfin, la paralle´lisation de cet
83
LA MODE´LISATION DE LA PROPAGATION DES ONDES E´LASTIQUES EN 2D
Algorithm 1.1 Numerical parsimonious transfert from 1st order matrix to 2nd order matrix
1: for i = 1 to ns do
2: if vel(i) = 1 then
3: inew = pass(i)
4: binew,inew = ai,i
5: s¯inew = si
6: for j = 1 to nztab(i) do
7: jc = indexcolumn(i, j)
8: jr = jc
9: for k = 1 to nztab(jr) do
10: kc = indexcolumn(jr, k)
11: knew = pass(kc)
12: binew,knew = binew,knew − akc,jrajr,kcajr,jr
13: end for
14: s¯inew = s¯inew − sjrai,jrajr,jr
15: end for
16: end if
17: end for
algorithme sur une architecture a` me´moires distribue´es n’est pas triviale car elle ne´cessite d’une
part une de´composition en domaine spatiaux avec recouvrement associe´ chacun a` un CPU, et
d’autre part un mapping astucieux des degre´s de liberte´ de la matrice sur ces sous-domaines.
Finalement, pour tirer be´ne´fice du caracte`re ge´ne´rique du choix des ordres d’interpolation,
nous re´soudrons par la suite uniquement le syste`me discre´tise´ issu de la formulation du premier
ordre. Le de´veloppement d’une approche parsimonieuse de fac¸on analytique ou nume´rique apre`s
discre´tisation reste une perspective potentielle d’ame´lioration de la formulation.
1.7.4 Imple´mentation du terme de source
L’inte´reˆt principal des ordres d’interpolation e´leve´s re´side dans l’utilisation de maillages
non-structure´s. Contrairement aux maillages re´guliers e´quilate´raux, les maillages non-structure´s
n’ont, par de´finition, pas de syme´tries et n’engendrent donc pas de proble`me de red-black pat-
tern, comme nous avons pu le voir pour l’interpolation P0 dans la partie 1.6.5, duˆ a` la combi-
naison de maillages re´guliers et de sche´mas de flux centre´s. Ainsi, l’imple´mentation nume´rique
du terme de source peut se faire sans e´talement.
Graˆce aux fonctions d’interpolation des sche´mas Pk, la source peut eˆtre localise´e spatiale-
ment dans la cellule qui la contient. Cette localisation reste, bien suˆr, approxime´e par le degre´
d’interpolation utilise´. En fonction de la position spatiale de la source physique, les termes de
sources nume´riques aux degre´s de liberte´ de la cellule se verront attribuer un poids correspon-
dant a` la projection de la position physique, sur la base de fonction d’interpolation. L’e´nergie
injecte´e dans le syste`me line´aire est e´gale a` la somme des e´nergies de chaque degre´s de liberte´.
Pour chaque degre´s de liberte´, l’e´nergie est proportionnelle a` l’amplitude de source associe´e,
multiplie´e par l’inte´grale surfacique de sa fonction sur la cellule.
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Le proble`me P2
L’interpolation P2 pre´sente un cas pathologique pour ce type de repre´sentation de source
lorsque la position physique de la source tombe a` proximite´ d’un sommet de triangle (le terme
proximite´ e´tant utilise´ pour une position proche, voire sur le sommet). Dans ce cas, les degre´s
de liberte´ du triangle, sauf le degre´ de liberte´ du sommet de la source, se voient attribuer des
amplitudes de sources tre`s faible. Or, l’e´nergie est principalement porte´e par la fonction de base
du sommet dont l’inte´grale est nulle en 2D et 3D... Ainsi, le syste`me n’est excite´ que par du
bruit nume´rique dans ce cas particulier.
Les solutions pour corriger ce proble`me sont multiples mais aucune n’est exempte de de´faut :
• De´caler la source dans la cellule pour impliquer d’autres degre´s de liberte´, mais induit
une erreur due au de´calage spatial.
• Utiliser une autre interpolation pour la cellule de la source, mais engendre une erreur de
pre´cision si l’ordre utilise´ est plus faible.
• Etaler la source sur plusieurs cellules, mais induit une erreur due la mode´lisation de la
source « moins » ponctuelle, surtout si les cellules sont grosses.
• Modifier le maillage localement pour que chaque source soit localise´e dans une position
non proble´matique, mais ne´cessite une maˆıtrise fine des outils de maillage.
• Changer le type de base d’interpolation pour e´viter ce proble`me en P2, en prenant une
repre´sentation modale par exemple (Ka¨ser & Dumbser, 2006).
Par la suite, pour le P2, nous utiliserons un raffinement local du maillage dans la zone des sources
ainsi qu’un de´calage arbitraire de la source au barycentre de la cellule. Cette combinaison
permet d’assurer la qualite´ de la source tout en minimisant l’erreur de de´calage spatial graˆce a`
l’utilisation de cellules de faibles tailles.
1.7.5 Application nume´rique
Je vais pre´senter quelques applications nume´riques des ordres d’interpolation P1, P2 et
mixte P0-P1 afin de quantifier la pre´cision et les re`gles de discre´tisation, ainsi que d’illustrer les
applications possibles de ces sche´mas.
Une premie`re application concerne le cas de Garvin (1956), simulant un demi-espace e´las-
tique homoge`ne au toit duquel se situe une surface libre plane. Une source explosive localise´e
en profondeur excite le milieu. Les Figures 1.28 et 1.29 montrent des comparaisons de sismo-
grammes en temps des vitesses de de´placement, mesure´es a` la surface libre. Les interpolations
P1 et P2 sont utilise´es dans des maillages non-structure´s, avec des discre´tisations moyennes
respectives de 12 et 3 cellules par longueur d’onde minimale. Ces comparaisons montrent un
bon accord entre solutions analytiques et nume´riques pour ces discre´tisations, aussi bien pour
l’onde directe, que pour l’onde de surface, plus de´licate a` mode´liser.
La courbe de la Figure 1.30 montre l’erreur L2 obtenue pour un cas de Garvin simule´ en
domaine fre´quentiel lorsque la taille du maillage e´volue pour les interpolations P0, P1 et P2.
Ainsi, une erreur e´quivalente est obtenue entre l’interpolation P0 sur maillage e´quilate´ral a` 10
cellules par longueur d’onde, et le P2 sur maillage non-structure´ a` 3 cellules par longueur d’onde.
L’interpolation P1 ne´cessite un maillage plus raffine´ de l’ordre de 14 cellules par longueur d’onde,
mais permet d’utiliser des maillages non-structure´s. Ces conclusions en terme de pre´cision sont
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Figure 1.28 – Comparaison en domaine temporel de la solution analytique (courbe continue) et
du sche´ma GD P1 (courbe discontinue) pour le cas Garvin discre´tise´ a` 12 cellules par longueur
d’onde en maillage non-structure´. Donne´es des vitesses de de´placement (a) horizontal et (b)
vertical a` la surface.
a) b)
Ti
m
e (
s)
1000 2000 3000 4000
Distance (m)
0
0
1
2
3
Ti
m
e (
s)
1000 2000 3000 4000
Distance (m)
0
0
1
2
3
Figure 1.29 – Comparaison en domaine temporel de la solution analytique (courbe continue)
et du sche´ma GD P2 (courbe discontinue) pour le cas Garvin discre´tise´ a` 3 cellules par longueur
d’onde en maillage non-structure´. Donne´es des vitesses de de´placement (a) horizontal et (b)
vertical a` la surface.
conformes avec les e´tudes de convergence de Ka¨ser & Dumbser (2006); Delcourte et al. (2009);
Etienne et al. (2009) : nous utiliserons donc ces crite`res de discre´tisation pour l’application a`
l’inversion des formes d’ondes.
Une seconde application dans un cas de mode`le Corner Edge (cf. Figure 1.15) montre une
application mixte P0-P1. La Figure 1.31 repre´sente les champs d’ondes fre´quentiels a` 5 Hz,
des vitesses de de´placement horizontale et verticale dans ce mode`le pour une source superfi-
cielle. Une couche de cellules non-structure´e dans les premiers 300 m du mode`le est calcule´e
par interpolation P1, tandis que la partie profonde est calcule´e par une interpolation P0 dans
un maillage re´gulier e´quilate´ral. Notons que l’utilisation combine´e des sche´mas P0 et P1, intro-
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Figure 1.30 – Etude d’erreur des sche´mas GD P0, P1 et P2 en fonction de la discre´tisation
pour un cas de Garvin.
Figure 1.31 – Partie re´elle des champs monochromatiques de vitesses horizontales (gauche)
et verticales (droite) a` 5 Hz pour un cas Corner Edge simule´ avec une interpolation mixte GD
P0-P1. Notons que l’interface entre les deux interpolations a` 300 m de profondeur n’introduit
pas d’artefact dans les champs.
duit tre`s naturellement dans la formulation GD, n’engendre pas d’artefacts dans les champs
d’ondes. L’utilisation de ce me´lange d’ordre est donc particulie`rement inte´ressante pour combi-
ner l’inte´reˆt du maillage non-structure´, calcule´ par interpolation P1, pour la repre´sentation de
la topographie ou de la bathyme´trie, la localisation des sources et des re´cepteurs sans e´talement
de source, tout en utilisant un maillage re´gulier, calcule´ par interpolation P0, si le milieu est
peu contraste´.
Une troisie`me application dans un cas marin se focalise sur le contact eau/solide. Le mode`le
re´aliste marin de Valhall (Figure 1.32) qui pre´sente une faible couche d’eau (70 m) est utilise´.
Les re´cepteurs sont localise´s en fond de mer afin de simuler une acquisition par caˆble. La source
explosive est localise´ 5 m sous la surface de l’eau a` la distance 7.4 km. La Figure 1.33 montre
des donne´es en domaine temporel de vitesses de de´placement, calcule´s a` partir d’une simulation
en domaine fre´quentiel, pour une source ricker de fre´quence centrale 4 Hz. Pour ce test, une
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Figure 1.32 – Le mode`le synthe´tique de Valhall pour les vitesses d’ondes (a) P et (b) S.
interpolation mixte est choisie. Une couche de cellules non-structure´e de 130 m d’e´paisseur
est calcule´e par DG P1 pour mode´liser le contact eau/solide. Un maillage e´quilate´ral re´gulier,
calcule´ par DG P0, prolonge cette couche. Nous reviendrons plus en de´tail sur ce mode`le et le
maillage utilise´ dans la partie 3.3.2. Notons que graˆce a` l’utilisation du maillage non-structure´
dans la zone de contact eau/solide, le phe´nome`ne de red-black pattern a` l’origine des proble`mes
avec l’interpolation P0 (cf. partie 1.6.6.1 et Figures 1.13) n’apparaˆıt pas dans cette simulation :
les donne´es ne pre´sentent ni instabilite´ ni ondes dispersives pe´ne´trant dans le mode`le apre`s le
contact des fronts d’ondes avec les zones PML.
Une dernie`re application est pre´sente´e dans le mode`le synthe´tique re´aliste IFP/TOTAL
FOOTHILL (Figure 1.34). Ce mode`le d’acquisition terrestre a` topographie complexe (les zones
bleues fonce´es des mode`les repre´sentent l’air au dessus de la surface libre) reprend les structures
ge´ologiques de zone de pie´mont. Notons qu’une zone alte´re´e de 50 a` 100 me`tres d’e´paisseur,
dont les vitesses de propagation sont tre`s lentes (VP = 750 m/s, VS = 350 m/s), est pre´sente
en subsurface. Ce type de configurations ge´ologiques est tre`s contraignant pour les me´thodes
base´es sur des maillages ou grilles re´guliers. Un maillage non-structure´ adapte´ aux proprie´te´s de
vitesses locales a e´te´ cre´e´ pour une simulation GD P2, permettant d’une part de repre´senter tre`s
finement la topographie, et d’autre part de raffiner la densite´ des cellules dans la zone alte´re´e
de subsurface. La Figure 1.35 repre´sente les parties re´elles de champs monochromatiques de
vitesses a` 5 Hz.
Nous reviendrons plus en de´tails dans le chapitre 3 sur le couˆt nume´rique des diffe´rentes
approches ainsi que sur les crite`res de choix des ordres d’interpolation et des maillages sur des
cas re´alistes.
1.8 Conclusion
Dans ce chapitre, j’ai pre´sente´ le proble`me direct de l’algorithme d’inversion des formes
d’ondes : la re´solution des e´quations de l’e´lastodynamique line´aire 2D pour les ondes P-SV.
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Figure 1.33 – Donne´es de vitesses de de´placement (a) horizontal et (b) vertical enregistre´es en
fond de mer dans le mode`le Valhall. Une interpolation mixte P0-P1 est utilise´e dans cette simu-
lation. L’utilisation de l’interpolation P1 dans un maillage non-structure´ permet de mode´liser
le contact eau/solide sans instabilite´.
Figure 1.34 – Mode`le synthe´tique re´aliste FOOTHILL. Les mode`les de vitesse d’ondes P et S
sont repre´sente´s respectivement en haut et en bas.
Ces e´quations sont re´solues par une me´thode d’e´le´ments finis Galerkin discontinus qui combine
un certain nombre d’avantages compare´ aux me´thodes plus classiques de diffe´rences finies ou
d’e´le´ments finis continus. Ainsi, les GD permettent d’utiliser des maillages triangulaires non-
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Figure 1.35 – Partie re´elle des champs monochromatique a` 5 Hz pour le mode`le FOOTHILL
simule´ avec une interpolation GD P2. Donne´es des vitesses de de´placement horizontal (haut)
et vertical (bas) a` la surface.
structure´s (pour les ordres supe´rieurs a` P0), repre´sentant fide`lement des topographies complexes
et permettant une adaptation locale de la taille des cellules aux parame`tres physiques locaux.
Cette adaptation se re´ve`le tre`s be´ne´fique pour des milieux a` gradients de vitesse ou contenant
des zones alte´re´es de tre`s faibles vitesses engendrant un sure´chantillonnage spatial lors de l’uti-
lisation de grilles re´gulie`res. L’utilisation combine´e des maillages non-structure´s et des ordres
supe´rieurs a` P0 permet de mode´liser le contact liquide/solide de forme arbitraire sans aucune
condition explicite a` l’interface ni de changement d’e´quations d’ondes pour la partie liquide.
L’interpolation P0 se re´ve`le e´galement tre`s inte´ressante car base´e sur des maillages re´guliers
e´quilate´raux, sa formulation est tre`s proche des DF tout en permettant des discre´tisations plus
grossie`res. C’est donc une me´thode de choix pour les milieux faiblement contraste´s.
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Le proble`me inverse : the´orie,
me´thodes et proble´matiques
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Dans ce chapitre, j’introduis la formulation du proble`me inverse de l’inversion des formes
d’ondes dans le domaine espace/fre´quence. Celui-ci est ge´ne´ralement pose´ sous la forme d’un
proble`me d’optimisation locale aux moindres carre´s, fonde´ sur une line´arisation. Le gradient
et le Hessien de la fonction couˆt sont de´veloppe´s avec la me´thode de re´tropropagation des
re´sidus (formalisme de l’e´tat adjoint), puis sont interpre´te´s physiquement avant de pre´senter
les alternatives possibles pour re´soudre le proble`me d’optimisation locale. La construction du
mode`le de de´part est ensuite aborde´e puis les alternatives de la norme L2. Enfin, je pre´sente
les enjeux et difficulte´s lie´s a` l’inversion de plusieurs parame`tres.
Le lecteur peut se re´fe´rer aux ouvrages de Menke (1984); Tarantola (1987) qui discutent
et pre´sentent plus en de´tails le formalisme, les hypothe`ses et les proble´matiques des proble`mes
inverses.
2.1 Proble`me aux moindres carre´s line´arise´
2.1.1 La fonction couˆt
La me´thode d’imagerie par inversion de formes d’ondes est base´e sur la minimisation de
l’e´cart entre des donne´es observe´es et des donne´es calcule´es dans un mode`le m. Applique´e aux
ondes sismiques, les donne´es sont repre´sente´es dans le domaine temporel par des sismogrammes,
et en domaine fre´quentiel par des donne´es complexes pour chaque fre´quence. Pour la suite de
cette e´tude, nous nous placerons dans le domaine fre´quentiel.
On peut de´finir le vecteur re´sidu ∆d, comme la diffe´rence entre le vecteur de donne´es
observe´es dobs et le vecteur de donne´es calcule´es dcalc(m). Conside´rons une source sismique et
une fre´quence. Les trois vecteurs sont de taille ndata, e´quivalent au nombre de donne´es pour la
source conside´re´e. Pour nrec re´cepteurs a` une seule composante, nous avons ndata = nrec. Dans
un cas multicomposantes, nous pouvons avoir ndata = 2 nrec ou ndata = 3 nrec.
Le vecteur des donne´es calcule´es dcalc(m) est obtenu par re´solution du proble`me direct
Ax = b, en appliquant un ope´rateur de projection Pdata au vecteur solution x du domaine
complet.
L’objectif de l’inversion des formes d’ondes est de minimiser chacun des termes du vecteur
re´sidu ∆d. Pour ce faire, un estimateur scalaire, appele´ fonction couˆt, repre´sentatif du vecteur
∆d doit eˆtre introduit afin d’eˆtre minimise´. Dans l’hypothe`se d’une distribution gaussienne des
erreurs dans les donne´es, Tarantola (1987) a montre´ que le maximum de la fonction densite´
de probabilite´ des mode`les est obtenu par le mode`le minimisant la fonctionnelle aux moindres
carre´s. Ainsi, la fonction couˆt L2, classiquement utilise´e pour l’inversion de formes d’ondes en
domaine fre´quentiel (Pratt & Worthington, 1990; Pratt, 1990), est donne´e par
C(m) = 1
2
∆d†∆d, (2.1)
ou` l’exposant † est l’ope´rateur adjoint, e´quivalent a` l’application des ope´rateurs transpose´ (t)
et conjugue´ (∗). Cette e´quation, comme les suivantes, est de´veloppe´e pour une source et une
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fre´quence. Dans un cas multisources et/ou multifre´quences, une sommation sur les sources
et/ou les fre´quences aurait lieu.
Afin de prendre en compte des informations a priori sur les donne´es, un ope´rateur matriciel
Sd est applique´ au vecteur ∆d, donnant la fonction couˆt ge´ne´ralement utilise´e (weighted least-
squares) :
C(m) = 1
2
∆d†S†dSd∆d. (2.2)
Par la suite nous noterons S†dSd =Wd.
L’objectif de la me´thode est donc de minimiser cette fonction couˆt (2.2), repre´sentative des
ndata re´sidus de l’espace des donne´es, en modifiant le vecteur mode`le m de taille nmod. En
pratique, pour des applications re´alistes nous avons nmod ∼ O(104)−O(106).
2.1.2 Line´arisation du proble`me inverse
La minimisation de la fonction couˆt (2.2) peut eˆtre aborde´e par deux grands types de
me´thodes d’exploration de l’espace des mode`les :
1. Les me´thodes de recherche globale et semi-globale (Sen & Stoffa, 1995) : me´thode de
recherche sur grille ou de Monte-carlo (Metropolis & Ulam, 1949), de recuit simule´ (Kirk-
patrick et al., 1983) par exemple. Ces me´thodes permettent d’explorer, sans a priori fort,
l’espace des mode`les afin de trouver le minimum absolu de la fonction couˆt. Cependant,
elles ne´cessitent un grand nombre de simulations directes. Elles sont donc ge´ne´ralement
destine´es pour des proble`mes d’optimisation a` peu de parame`tres (O(101) a` O(102)) et/ou
pour lesquels les solutions du proble`me direct sont calculables a` un couˆt tre`s faible.
2. Les me´thodes de recherche locale : en partant d’un mode`le de de´part a priori, localise´
dans le bassin d’attraction du minimum global de la fonction couˆt pour des fonctions
non-convexes, ces me´thodes permettent de converger vers le mode`le du minimum absolu.
Ces me´thodes permettent d’envisager des proble`mes a` grand nombre d’inconnues et/ou
pour lesquels les solutions du proble`me direct sont relativement couˆteuses a` obtenir.
En raison du grand nombre de parame`tres a` estimer et au couˆt important du calcul des solu-
tions du proble`me direct, la me´thode d’inversion des formes d’ondes est ge´ne´ralement formule´e
de manie`re line´arise´e et ite´rative pour utiliser des me´thodes d’optimisation locale. A chaque
ite´ration k, nous conside´rons que le minimum de la fonction C(m(k)) est recherche´ au voisinage
d’un mode`le de de´partm(k−1) issu de l’ite´ration pre´ce´dente. Bien suˆr, un mode`le m0 est ne´ces-
saire a` la premie`re ite´ration du processus et devra eˆtre de´termine´ au pre´alable (cf. partie 2.4).
Ainsi, a` chaque ite´ration, nous pouvons e´crire le mode`le recherche´ comme la somme du mode`le
de de´part m(k−1) et du vecteur perturbation ∆m : m(k) = m(k−1) + ∆m(k). En conside´rant
que les amplitudes du vecteur perturbation sont relativement petites face au vecteur mode`le,
un de´veloppement de Taylor a` l’ordre 2 nous donne :
C(m(k)) = C(m(k−1) +∆m(k)) = C(m(k−1)) +
nmod∑
j=1
∂C(m(k−1))
∂mj
∆m
(k)
j
+
1
2
nmod∑
j=1
nmod∑
k=1
∂2C(m(k−1))
∂mj∂mk
∆m
(k)
j ∆m
(k)
k +O(m3). (2.3)
93
LE PROBLE`ME INVERSE : THE´ORIE, ME´THODES ET PROBLE´MATIQUES
La de´rive´e de cette e´quation par rapport au parame`tre du model ml donne alors :
∂C(m(k))
∂ml
=
∂C(m(k−1))
∂ml
+
nmod∑
j=1
∂2C(m(k−1))
∂mj∂ml
∆m
(k)
j . (2.4)
En annulant la de´rive´e de la fonction C(m(k)), l’e´quation de Newton permet d’obtenir le mini-
mum de la fonction, conside´re´e localement parabolique, et donnant le vecteur perturbation :
∆m(k) = −
[
∂2C(m(k−1))
∂m2
]−1
∂C(m(k−1))
∂m
. (2.5)
Notons que l’e´quation de Newton (2.5) donne le minimum de la fonction en une ite´ration si la
fonction est quadratique (O(m3) = 0), ce qui est le cas des proble`mes inverses line´aires. Pour
le proble`me d’inversion des formes d’ondes, le proble`me inverse est non-line´aire, il doit donc
eˆtre re´solu ite´rativement en le line´arisant a` chaque ite´ration.
Le terme de premier ordre ∂C(m
(k−1))
∂m est le vecteur gradient de la fonction. Le terme de
second ordre ∂
2C(m(k−1))
∂m2
est la matrice Hessienne ou Hessien.
2.1.3 Les e´quations normales
L’e´quation de Newton (2.5) permet d’obtenir la perturbation du mode`le applique´e a` chaque
ite´ration a` partir du gradient et du Hessien qu’il faut exprimer en fonction des donne´es (Pratt
et al., 1998).
De´rivons tout d’abord la fonction C(m) par rapport au vecteur parame`trem, afin d’obtenir
le gradient Gm :
Gm = ∂C(m)
∂m
= −
[(
∂dcal(m)
∂m
)
Wd(dobs − dcal(m))∗ + (dobs − dcal(m))Wd
(
∂dcal(m)
∂m
)∗]
= −ℜ
[(
∂dcal(m)
∂m
)†
Wd(dobs − dcal(m))
]
= −ℜ
[
J†Wd∆d
]
, (2.6)
ou` ℜ repre´sente la partie re´elle d’un nombre complexe et J la matrice de sensibilite´ ou matrice
des de´rive´es de Fre´chet. Notons que J repre´sente l’ope´rateur discret de Born si on conside`re le
proble`me direct line´arise´ ∆d = J∆m (Tarantola, 1987; Pratt et al., 1996).
La de´rive´e du gradient par rapport au vecteur parame`tre m permet d’obtenir l’expression
du Hessien
B =
∂2C(m)
∂m2
= ℜ
[
J†WdJ
]
+ ℜ
[
∂Jt
∂mt
Wd(∆d
∗...∆d∗)
]
. (2.7)
En remplac¸ant le gradient et le Hessien de l’e´quation de Newton (2.5) par leurs expressions
(2.6) et (2.7), nous obtenons le syste`me d’e´quations normales :
B(k−1)∆m(k) = −G(k−1)
ℜ
[
J†WdJ+
∂Jt
∂mt
Wd(∆d
∗...∆d∗)
](k−1)
∆m(k) = ℜ
[
J†Wd∆d
](k−1)
. (2.8)
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2.1.4 Estimation de la signature de la source
Pour un proble`me d’inversion de donne´es re´elles, la signature temporelle de la source sis-
mique est ge´ne´ralement inconnue. Elle doit donc eˆtre estime´e comme une inconnue du proble`me
d’inversion afin de pouvoir calculer le vecteur re´sidu pour des donne´es issus d’une « meˆme
source » : meˆme amplitude et meˆme phase. Pratt (1999) propose une estimation de la signa-
ture de la source pour chaque fre´quence discre`te au sein meˆme du processus d’inversion ite´ratif,
en conside´rant que la signature de la source est le re´sultat d’un proble`me d’inversion line´aire.
En effet les champs d’ondes x du syste`me line´aire Ax = b du proble`me direct sont line´airement
relie´s au terme de source b. La solution du proble`me inverse line´aire est donne´e par :
s =
dcal(m)
†dobs
dcal(m)†dcal(m)
, (2.9)
ou` l’estimation s est le scalaire complexe de correction a` appliquer aux champs calcule´s dcal(m).
Notons que l’estimation de la source peut eˆtre indiffe´remment conside´re´e pour l’ensemble des
tirs d’une seule fre´quence si la source re´elle est re´pe´titive, ou pour chaque source individuelle si
ce n’est pas le cas, ce qui augmente le nombre de degre´s de liberte´ pour l’espace des parame`tres
des sources.
2.2 Gradient et Hessien
Pratt et al. (1998) donnent des interpre´tations physiques du gradient et Hessien. Je donne
ici un re´sume´ de ces interpre´tations et les liens sous-jacent qu’elles produisent.
2.2.1 Interpre´tation et construction du gradient
Le gradient Gm de la fonction couˆt C(m), est un vecteur de taille nmod qui lie les de´rive´es
des donne´es par rapport aux parame`tres. Nous pouvons tout d’abord tirer une interpre´tation
physique en repartant de l’expression du proble`me direct Ax = b (e´quation (1.50)). En diffe´-
renciant le proble`me direct par rapport a` un e´le´ment ml du vecteur model m, nous obtenons :
A
∂x
∂ml
= − ∂A
∂ml
x. (2.10)
L’e´quation (2.10) montre que le champ aux de´rive´es partielles ( ∂x∂ml ), relatif a` la matrice des
de´rive´es de Fre´chet J, est e´quivalent a` un champ d’ondes propage´ par l’ope´rateur A, ayant
pour source le terme − ∂A∂mlx.
Ce terme source est le produit de ∂A/∂ml par le champ incident x. La matrice ∂A/∂ml
est construite par diffe´rentiation de l’ope´rateur direct A par rapport au parame`tre ml. C’est
donc une matrice extreˆmement creuse dont les termes non nuls sont localise´s a` proximite´ du
terme diagonal de la position du parame`tre ml dans la matrice A, qui porte la signature de
la diffraction occasionne´e par un point localise´ a` la position physique de ml et ayant une
perturbation du parame`tre ml. Cette signature, appele´e diagramme de rayonnement, peut
eˆtre visualise´e pour diffe´rents parame`tres afin d’e´tudier les couplages et de´couplages entre
parame`tres, en fonction des angles d’incidence des champs d’ondes (Tarantola, 1986; Forgues,
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1996). Le terme source de l’e´quation (2.10) peut donc eˆtre interpre´te´ comme le champ e´mis par
la source incidente b et diffracte´ par le parame`tre ml.
Le gradient (e´quation (2.6)) est donc le produit en fre´quence (corre´lation a` de´calage nul en
temps) entre le champ aux de´rive´es partielles ∂x∂ml et le vecteur re´sidu ∆d
∗. Cette corre´lation
permet de tester la similarite´ des deux champs et d’obtenir une image des points diffractants
manquants dans le mode`le m(k−1), donnant lieu a` des re´sidus dans ∆d∗.
Du point de vue de l’imple´mentation, l’e´quation (2.10) ne serait pas efficace car nmod pro-
ble`mes directs devraient eˆtre re´solus par source du syste`me d’acquisition pour pouvoir assembler
le gradient. En remplac¸ant l’expression du champ aux de´rive´es partielles (2.10) dans l’expression
du gradient (2.6), nous obtenons :
Gml = ℜ
[
xt
[
∂A
∂ml
]t
A−1
tP˜dataWd∆d∗
]
, (2.11)
ou` l’ope´rateur P˜data projette le vecteur re´sidu ∆d∗ dans l’espace du proble`me direct. L’ope´-
rateur matriciel A−1 est l’inverse de l’ope´rateur du proble`me direct et contient les fonctions
de Green pour des sources issues de chacun des e´le´ments de l’espace du proble`me direct. En
vertu du principe de re´ciprocite´ spatiale (Claerbout, 1976; Aki & Richards, 2002), nous avons
l’e´galite´ :
A−1
t
= A−1, (2.12)
qui permet de re´e´crire le gradient :
Gm =
nmod∑
l=1
Gml , (2.13)
avec
Gml = ℜ
[
btA−1
t
[
∂A
∂ml
]t
A−1P˜dataWd∆d∗
]
= ℜ
[
xt
[
∂A
∂ml
]t
A−1P˜dataWd∆d∗
]
= ℜ
[
xt
[
∂A
∂ml
]t
r
]
. (2.14)
Les expressions (2.13) et (2.14) montrent clairement que le gradient re´sulte du produit entre
le champ incident x, issu de la source b, et du champ re´tropropage´ r, issu des re´sidus d∗ aux
positions des re´cepteurs, et ponde´re´ par le diagramme de rayonnement ∂A∂ml du parame`tre image´
ml.
Notons que l’expression (2.14) peut e´galement eˆtre obtenue en utilisant le formalisme de
l’e´tat-adjoint utilisant une fonctionnelle augmente´e et des multiplicateurs de Lagrange, issue de
la communaute´ de l’optimisation (Lions, 1972). Une revue de cette me´thode ainsi que l’applica-
tion au proble`me d’inversion de formes d’onde est pre´sente´ dans Plessix (2006). Le formalisme
des syste`mes Karush–Kuhn–Tucker (KKT) (Nocedal & Wright, 1999), proche de celui de l’e´tat-
adjoint, est pre´sente´ dans Akcelik (2002); Askan et al. (2007), et me`ne e´galement aux meˆmes
formulations.
Finalement, l’e´quation (2.14) montre que la construction du vecteur gradient ne´cessite de
calculer deux champs d’ondes, par source du dispositif d’acquisition, pour en faire le produit :
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1. le champ incident x,
2. le champ adjoint re´tropropage´ r,
donnant un algorithme beaucoup plus e´conomique que celui utilisant l’e´quation (2.10).
Plusieurs connexions avec le principe de construction du gradient peuvent eˆtre faites :
• Le gradient peut eˆtre relie´ au principe d’imagerie en diffraction, ou` l’image du mode`le de
perturbation est construite, en vertu du principe de Huygens, par sommation des images
e´le´mentaires associe´es a` chaque point diffractant (McMechan & Fuis, 1987).
• Le gradient peut eˆtre lie´ au principe du renversement temporel (Fink, 1993). L’ope´rateur
conjugue´ (∗) applique´ au re´sidu fre´quentiel peut eˆtre assimile´ a` une propagation en sens
inverse du temps dans le domaine temporel. Dans le principe du renversement temporel,
on propage en sens inverse du temps un ensemble de donne´es issues d’une source primaire,
mesure´es en des points de mesure et e´mises depuis ces points. L’ensemble des champs
d’ondes propage´s depuis les points de mesure se combinent pour donner une focalisation
maximum au point physique de la source primaire. Dans le but d’imager le milieu avec
l’inversion des formes d’ondes, on ne propage dans le milieu que les re´sidus des donne´es,
afin non pas de focaliser a` la source, mais de focaliser sur les positions physiques des
points diffractant manquants.
• D’une manie`re tre`s lie´e au renversement temporelle, le gradient peut eˆtre compare´ a`
l’ope´rateur du principe d’imagerie utilise´ en migration (Claerbout, 1985).
Notons enfin que le gradient repre´sente la de´rive´e premie`re des donne´es par rapport a` cha-
cun des parame`tres ml du vecteur mode`lem. Les e´le´ments du gradient sont donc inde´pendants
les uns des autres, par construction. Les he´te´roge´ne´ite´s sont reconstruites par sommation de
points diffractants. Alors que le proble`me direct de l’inversion des formes d’ondes simule l’en-
semble du champ d’ondes (multiples re´fle´chies a` la surface, multiples dans la couche d’eau,
ondes de surfaces...), le gradient ne conside`re que les diffractions simples et ne permet pas,
par construction, de prendre en compte de phe´nome`nes de propagation plus complexes. Cette
conse´quence forte de l’approche line´arise´e du proble`me inverse permet d’imager les grandes
longueurs d’ondes du milieu. Cependant, il faut garder a` l’esprit cette hypothe`se forte pour
envisager d’imager des hautes fre´quences, plus sensibles aux petites he´te´roge´ne´ite´s du milieu
qui ge´ne`rent des diffractions multiples. La prise en compte du champ complet dans le proble`me
direct et l’approche ite´rative du proble`me inverse permettent ne´anmoins de minimiser l’impact
des diffractions multiples, mais la limite haute fre´quence de l’inversion line´arise´e, en terme de
validite´ et de robustesse, reste encore peu de´finie dans la litte´rature.
2.2.2 Pouvoir de re´solution spatiale du gradient
Une estimation de la re´solution spatiale du gradient (2.14) peut eˆtre obtenue a` partir d’une
analyse en onde plane (Sirgue & Pratt, 2004). Conside´rons un milieu homoge`ne de vitesse c0, une
source, un re´cepteur et un point diffractant (Figure 2.1). Nous supposerons que nous sommes en
champ lointain pour lequel les champs d’ondes peuvent eˆtre conside´re´s comme des ondes planes,
et nous ne´gligerons les effets de l’amplitude. Une onde plane se propage selon la direction ~s, de
la source vers le point diffractant, et une autre dans la direction ~r, du re´cepteur vers le point
diffractant. Nous pouvons alors e´crire l’expression de ces deux ondes planes comme :
G0(x, s) = exp(ik0~s.x)
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G0(x, r) = exp(ik0~r.x), (2.15)
ou` k0 = ω/c0. Ces formes d’ondes planes peuvent eˆtre introduites dans l’expression du gradient
(2.14) comme champ incident et champ adjoint, donnant l’e´quation :
G = −ω2ℜ{exp(−ik0(~s+~r).x)∆d} . (2.16)
L’e´quation (2.16) peut eˆtre vue comme un terme d’une se´rie de Fourier tronque´e. Ainsi, l’in-
version des formes d’ondes peut eˆtre assimile´e a` une transforme´e de Fourier inverse dont les
fonctions de bases sont les nombres d’ondes et les coefficients sont les termes du vecteur re´sidu
∆d. Les bornes et l’e´chantillonnage de la transforme´e de Fourier inverse sont controˆle´s par la
ge´ome´trie du dispositif d’acquisition (Sirgue & Pratt, 2004).
Le vecteur nombre d’onde diffracte´ k0(~s+~r), caracte´ristique de la re´solution spatiale du gra-
dient, peut alors s’exprimer dans le cas simple d’un re´flecteur 1D pour une paire source/re´cepteur
(Figure 2.1), en fonction de la fre´quence et de l’angle de diffraction :
k =
2ω
c0
cos (θ/2) ~n, (2.17)
ou` ~n est le vecteur unitaire dans direction ~s+~r.
L’e´quation (2.17) permet ainsi de tirer plusieurs conclusions :
• Pour des dispositifs d’acquisition de surface, la re´solution optimum, pour une fre´quence
donne´e, est obtenue a` offset nul pour lequel la re´solution verticale est de λ/2
• Les basses fre´quences et les grands offsets permettent d’e´chantillonner les petits nombres
d’ondes, donnant l’information des grandes structures du milieu. Cependant, notons que
les grands offsets mettent en jeu des distances de propagation plus grandes et plus sus-
ceptibles de contenir des de´phasages importants.
• La couverture en nombre d’onde du mode`le est de´termine´e a` la fois par la fre´quence et
l’angle de diffraction, ce dernier pouvant en relie´ a` l’offset source/re´cepteur.
2.2.3 Non-line´arite´ et approche multi-e´chelles
L’analyse du gradient et la redondance dans le domaine des nombres d’onde occasionne´ par
la couverture des angles de diffraction et les fre´quences ont permis de concevoir une proce´dure
d’inversion hie´rarchique et « e´conomique » dans le domaine fre´quentiel.
En utilisant des dispositifs d’acquisition grand offset, la couverture continue des angles de
diffraction dans le milieu permet de choisir quelques fre´quences discre`tes a` inverser dans le
spectre, tout en assurant la continuite´ d’e´chantillonnage dans le domaine des nombres d’onde
(Sirgue & Pratt, 2004). Des re`gles de choix de fre´quences ont ainsi pu eˆtre e´tablies par Sirgue
& Pratt (2004); Mulder & Plessix (2008).
En commenc¸ant l’inversion par les basses fre´quences, le processus d’imagerie reconstruit
d’abord les grandes structures du milieu. En montant progressivement en fre´quence, on e´chan-
tillonne des nombres d’ondes de plus en plus grands, ajoutant a` l’image des de´tails de plus en
plus fins. Cette proce´dure hie´rarchique des basses fre´quences vers les hautes fre´quences permet
d’atte´nuer la non-line´arite´ du proble`me inverse et ainsi d’ame´liorer la convergence vers le mi-
nimum global de la fonction couˆt (si un mode`le de de´part suffisamment pre´cis est utilise´, cf.
partie 2.4).
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Figure 2.1 – Configuration 1D simple comprenant une source S, un re´cepteur R et un point
diffractant. La re´solution locale au point diffractant de l’inversion de formes d’ondes est porte´
par le vecteur nombre d’onde k.
L’utilisation combine´e de la proce´dure hie´rarchique des basses fre´quences vers les hautes
fre´quences, et la de´cimation des donne´es re´sultant de l’inversion de seulement quelques fre´-
quences donne lieu a` l’Algorithme 2.1, simple et e´conomique en calcul compare´ a` des approches
d’inversion en domaine temporel (Sirgue & Pratt, 2004; Brenders & Pratt, 2007a). Cette ap-
proche a permis une « renaissance » de la me´thode d’inversion des formes d’ondes au de´but des
anne´es 90, apre`s les re´sultats mitige´s des anne´es 80 effectue´s en domaine temporel. De nom-
breuses applications ont e´te´ effectue´es depuis une vingtaine d’anne´e avec cette me´thodologie,
principalement avec l’approximation acoustique.
En travaillant dans le domaine espace/fre´quence, les donne´es sont prises en compte sur toute
la plage des temps de manie`re simultane´e. Pour une fre´quence et un re´cepteur, toutes les arrive´es
des diffe´rents trains d’ondes sont conside´re´es dans un champ scalaire unique de valeur complexe.
Il est toutefois possible de se´lectionner des arrive´es particulie`res dans les donne´es temporelles
observe´es par feneˆtrage (Operto et al., 2006). Cependant, la mode´lisation directe en domaine
fre´quentiel ne permet pas d’obtenir cette souplesse pour feneˆtrer les donne´es calcule´es. Le seul
recourt possible en domaine fre´quentiel, si seulement quelques fre´quences sont conside´re´es, est
d’utiliser des fre´quences complexes. L’utilisation d’un terme de pulsation complexe ω¯ = ω+ iγ
dans le proble`me direct est e´quivalent a` mode´liser des donne´es temporelles amorties par une
exponentielle de´croissante (Shin et al., 2002; Brenders & Pratt, 2007b). On a en effet la relation :
F (ω + iγ)expγt0 =
∫ +∞
−∞
f(t)exp−γ(t−t0)exp−iωtdt, (2.18)
ou` la fonction en domaine fre´quentiel F (ω + iγ)expγt0 est la transforme´e de Fourier du signal
temporel f(t) amorti par l’exponentielle de´croissante exp−γ(t−t0). Le terme t0 est l’origine
temporelle de la fonction exponentielle et peut eˆtre pris en pratique comme le temps de premie`re
arrive´e ou le temps initial de la simulation. L’utilisation des fre´quences complexes permet de
se´lectionner le volume de donne´es mode´lise´ dans le domaine temporel. L’amplitude des arrive´es
tardives, relatives aux ondes converties P-S et aux ondes de surfaces, peut ainsi eˆtre atte´nue´e
dans la mode´lisation en domaine fre´quentiel.
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Algorithm 2.1 Classic algorithm for frequency-domain full waveform inversion
1: for frequency = low to high do
2: while (NOT convergence AND k < nitermax) do
3: Build gradient vector G(k−1)m
4: Build perturbation vector δm
5: Define optimal step length α
6: Update model m(k+1) =m(k) + αδm
7: end while
8: end for
Nous verrons dans les prochains chapitres 3, 4 et 5, que l’utilisation des fre´quences complexes
se re´ve`le eˆtre un parame`tre de re´gularisation qui permet, en plus de l’approche multi-e´chelle
sur les fre´quences croissantes, de minimiser l’impact des non-line´arite´s du proble`me inverse.
2.2.4 Interpre´tation et construction du Hessien
Le Hessien B est la matrice de taille nmod × nmod des de´rive´es secondes de la fonction couˆt
C(m) par rapport au vecteur mode`lem. Elle est forme´e par la somme de deux termes (e´quation
(2.7)).
Le deuxie`me terme de (2.7) d’ordre 2 : ℜ
[
∂Jt
∂mtWd(∆d
∗...∆d∗)
]
est ge´ne´ralement conside´re´
comme petit et ne´gligeable lorsque les re´sidus sont faibles et/ou que le proble`me est quasi-
line´aire (Tarantola, 1987; Pratt et al., 1998). De plus, alors que le premier terme ℜ [J†WdJ]
est relativement aise´ a` calculer, le deuxie`me fait intervenir les de´rive´es de la matrice des de´rive´es
de Fre´chet, occasionnant un certain nombre de re´solutions du proble`me direct supple´mentaires.
Notons tout de meˆme que graˆce aux de´rive´es d’ordre 2 sur les donne´es, ce terme permet de
prendre en compte les doubles diffractions.
Le premier terme du Hessien, ge´ne´ralement appele´ Hessien approxime´, Ba, lorsque le
deuxie`me terme est ne´glige´, est forme´ par un produit en domaine fre´quentiel, soit une cor-
re´lation a` de´calage nul en temps, entre les champs aux de´rive´es partielles de la matrice J. La
diagonale repre´sente l’autocorre´lation a` de´calage nul et contient donc le carre´ des amplitudes
des champs aux de´rive´es partielles. Ce terme inte`gre l’effet de l’atte´nuation ge´ome´trique des
champs aux de´rive´es partielles, et permet de corriger cet effet du gradient lorsque l’inverse
du Hessien est applique´ dans les e´quations normales (2.8) 1. Les termes hors-diagonaux sont
issus de l’intercorre´lation entre les champs aux de´rive´es partielles des diffe´rents parame`tres ml.
Ces termes renseignent sur les corre´lations entre les parame`tres et leur implication dans les
e´quations normales peut eˆtre conside´re´e comme un ope´rateur de de´convolution du gradient,
permettant d’atte´nuer les effets de largeur de bande limite´e de la source et du dispositif d’ac-
quisition et les de´fauts d’e´clairage. Cette de´convolution du gradient permet ainsi d’ame´liorer
la focalisation de la perturbation a` appliquer (Pratt et al., 1998). De plus, pour les proble`mes
multiparame`tres, l’application du Hessien au gradient permet de mettre a` l’e´chelle les gradients
de chaque classe de parame`tres.
1. Le terme est au carre´ car il faut enlever l’effet de l’atte´nuation ge´ome´trique a` la fois dans les champs aux
de´rive´es partielles de J et dans les re´sidus ∆d qui sont multiplie´s dans le gradient.
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La construction du Hessien approxime´ Ba requiert la re´solution de proble`mes directs sup-
ple´mentaires. Le terme (i,j) de cette matrice peut s’e´crire :
Bami,mj = ℜ
[
x†
[
∂A
∂mi
]†
A−1P˜tdataWdWdP˜dataA−1
[
∂A
∂mj
]
x
]
, (2.19)
ou` nous pouvons voir que la matrice (A−1P˜data) est requise, e´quivalente aux fonctions de Green
issues des positions de mesure des donne´es (et e´ventuellement des directions de mesure pour des
capteurs directionnels). La construction de Ba requiert donc la re´solution de ndata proble`mes
directs supple´mentaires.
Une estimation du Hessien approxime´, nomme´ Pseudo-Hessien Bp, fut propose´e par Shin
et al. (2001) afin de calculer le Hessien sans surcouˆt par rapport au gradient. Son expression
est donne´e par :
Bpmi,mj = ℜ
[
x†
[
∂A
∂mi
]† [ ∂A
∂mj
]
x
]
. (2.20)
2.3 Re´solution nume´rique du proble`me d’optimisation locale
En conside´rant qu’un mode`le a priori permet de localiser le mode`le m dans le bassin
d’attraction du minimum global de la fonction couˆt C(m), une me´thode d’optimisation locale
doit eˆtre mise en oeuvre afin de converger vers ce minimum en un nombre minimal d’ite´rations.
Les me´thodes locales utilisent toujours l’information de la direction du gradient pour converger.
En effet, la direction oppose´e au gradient donne la direction de plus grande pente de la fonction
couˆt, a` la position locale m.
2.3.1 Me´thode du Gradient
La me´thode la plus simple est la me´thode du gradient. Cette me´thode fait l’hypothe`se que
le Hessien B des e´quations normales (2.8) est un scalaire, permettant de re´soudre facilement le
syste`me :
∆m = −αG. (2.21)
Cette me´thode ne requiert aucune estimation du Hessien, n’entraˆınant pas de surcouˆt de calcul
par rapport a` la construction du gradient. Seul le scalaire α, appele´ pas de descente, est a`
de´terminer (cf. partie 2.3.2). Cette me´thode converge the´oriquement de fac¸on line´aire. En
pratique, il apparaˆıt que, pour le proble`me d’inversion des formes d’onde, cette me´thode ne
permet pas toujours de converger dans le minimum global pour l’ensemble des parame`tres.
En particulier pour les acquisitions de surface, les parame`tres localise´s en profondeur souffrent
des effets de l’atte´nuation ge´ome´trique, pre´sents dans le gradient et non corrige´s (Pratt et al.,
1998).
2.3.2 Le pas de descente α
Le pas de descente α est ge´ne´ralement de´termine´ par recherche line´aire afin d’obtenir le
mode`le m(k) qui minimise ou qui assure une de´croissance suffisante de la fonction couˆt. On
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peut formaliser mathe´matiquement les proprie´te´s que doit assurer le pas de descente α choisi,
sous formes des « conditions de Wolf » ou des « conditions de Golstein » (Nocedal & Wright,
1999).
On peut obtenir la valeur du pas de descente a` partir d’une approximation line´aire (Taran-
tola, 1987) :
α =
GtG
GtG + GtJtJG , (2.22)
ou` le terme JG est ge´ne´ralement calcule´ par diffe´rences finies d’ordre 1 en faisant une re´solution
du proble`me direct supple´mentaire en perturbant le mode`le d’un petit terme ǫ :
JG = 1
ǫ
(dcalc(m+ ǫG)− dcalc(m)) . (2.23)
Cette approximation de α ne´cessite tout de meˆme de ve´rifier que le mode`le m(k) obtenu mini-
mise bien la fonction couˆt par rapport a` m(k−1).
Pour l’inversion de plusieurs classes de parame`tres de natures diffe´rentes, Sambridge et al.
(1991) ont de´veloppe´ une me´thode de sous-espaces qui permet de de´terminer les pas de descente
a` appliquer a` chacune des classes.
D’autres me´thodes de recherche line´aire sont base´es sur des interpolations quadratiques ou
cubiques de la fonction couˆt dans la direction de recherche (Nocedal & Wright, 1999). Ainsi,
pour une interpolation quadratique, on cherchera un couple de pas de descente (α1, α2 tel que :
C(m(k−1) + α1∆m) < C(m(k−1))
C(m(k−1) + α2∆m) > C(m(k−1) + α1∆m).
L’interpolation parabolique passant par les trois couples (0, C(m(k−1))), (α1, C(m(k−1)+α1∆m))
et (α2, C(m(k−1) + α2∆m)) permet ainsi d’obtenir le minimum de la parabole de l’intervalle
[0, α2], donnant le pas de descente optimum αopt.
2.3.3 Le Gradient Conjugue´
La me´thode du gradient conjugue´ est une variante de la me´thode du gradient. Cette me´thode
se re´ve`le tre`s efficace pour la re´solution de syste`mes line´aires. Pour notre cas d’inversion non-
line´aire, la variante non-line´aire du gradient conjugue´ est utilise´e.
L’ide´e ge´ne´rale de la me´thode est la suivante : pour une ite´ration k, au lieu de se diriger dans
la direction de plus forte descente donne´e par −G(k−1)m , le gradient conjugue´ combine la direction
courante −G(k−1)m et les directions des ite´rations pre´ce´dentes p(k−2). On peut montrer que les
directions de descente successives dans la me´thode du gradient sont orthogonales, entraˆınant
une convergence lente (Figure 2.2(a)). Le gradient conjugue´ permet de combiner ces directions
et acce´le`re souvent la convergence de fac¸on notable (Figure 2.2(b)). La combinaison line´aire
des directions de descente est donne´e par :
p(k) = G(k−1)m + β(k)p(k−2). (2.24)
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Figure 2.2 – Sche´mas de convergence pour (a) la me´thode du gradient descendant dans la
direction de plus grande pente, et (b) la me´thode du gradient conjugue´ combinant les directions
de descente et acce´le´rant la convergence.
Il existe diverses manie`res de combiner les directions de descente et donc de de´terminer le
coefficient β(k). Pour le proble`me d’inversion de formes d’ondes, le coefficient de Polak & Ribie`re
(1969), exprime´ par
β(k) =
(
G(k−1)m − G(k−2)m
)t
G(k−1)m
G(k−2)m
tG(k−2)m
, (2.25)
est ge´ne´ralement utilise´ (Mora, 1987; Tarantola, 1987; Crase et al., 1990).
2.3.4 Me´thode de Newton et Gauss-Newton
La me´thode de Newton utilise le Hessien complet B (e´quation (2.7)) tandis que la me´-
thode de Gauss-Newton ne prend en compte que le Hessien approxime´ Ba (e´quation (2.19)).
Ces me´thodes ont des convergences the´oriques quadratiques, mais requie`rent de calculer les
proble`mes directs supple´mentaires qu’elles ne´cessitent. Par ailleurs, elles doivent former et re´-
soudre le syste`me line´aire de grande taille des e´quations normale (2.8). A cause de leur couˆt
de calcul prohibitif, ces me´thodes ne sont ge´ne´ralement pas conside´re´es pour des proble`mes
re´alistes de grande taille, malgre´ les informations importantes pour la convergence contenues
dans le Hessien.
Notons tout de meˆme que ces me´thodes ont e´te´ de´crites par Akcelik (2002); Askan et al.
(2007); Epanomeritakis et al. (2008) et applique´es pour l’imagerie d’un cas 2D synthe´tique
repre´sentatif de la San Fernando Valley a` partir d’ondes SH. Le syste`me d’e´quations normales
est re´solu, a` chaque ite´ration non-line´aire d’inversion des formes d’ondes, par une me´thode de
gradient-conjugue´ line´aire pre´conditionne´e, sans construction explicite de la matrice B.
2.3.5 Me´thodes de Quasi-Newton
Les me´thodes de quasi-Newton reposent sur des estimations « e´conomiques » du Hes-
sien ou de son inverse, qui permettent a` la fois de tirer be´ne´fice des informations contenues
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dans le Hessien, sans payer le prix d’une ve´ritable ite´ration de Newton ou de Gauss-Newton.
Ainsi, nous pouvons citer l’algorithme Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) (Nocedal &
Wright, 1999) qui permet d’estimer le Hessien a` partir des gradients et des mode`les des ite´ra-
tions pre´ce´dentes, augmentant ainsi la pre´cision du Hessien estime´ avec les ite´rations. Nocedal
(1980) cre´a une version moins couˆteuse avec l’algorithme L-BFGS, en ne gardant en me´moire
qu’un nombre limite´ de vecteurs. L’algorithme, sous forme de deux boucles re´cursives, permet
de ne pas calculer explicitement l’estimation du Hessien, qui serait couˆteux a` stocker en me´-
moire, mais calcule directement le produit B−1G a` partir d’additions, de soustractions et de
produits scalaires de vecteurs. Ainsi, L-BFGS est tre`s compe´titif en temps de calcul et me´moire
utilise´e, compare´ aux me´thodes de gradient de gradient conjugue´.
La me´thode L-BFGS sera utilise´e dans les applications des chapitres 3, 4 et 5, et sera plus
amplement de´taille´e dans les parties 3.4.4 et 4.1.6.6.
2.3.6 Pre´conditionnement
Afin de tirer be´ne´fice du couˆt de calcul attractif des me´thodes de gradient et gradient
conjugue´, tout en prenant en compte certaines informations du Hessien, certains auteurs ont
propose´ de prendre en compte uniquement la diagonale du Hessien approxime´ (Pratt et al.,
1998; Operto et al., 2006) ou du pseudo-Hessien (Shin et al., 2001). Le Hessien est effectivement
a` structure diagonale dominante et l’approximation diagonale se re´ve`le judicieuse car sous cette
forme, son inverse est calcule´ de fac¸on triviale. Ainsi, les termes diagonaux du Hessien peuvent
eˆtre pris en compte pour corriger efficacement le gradient des effets de l’atte´nuation ge´ome´trique
pre´sents dans les champs aux de´rive´es partielles, a` un couˆt nume´rique abordable. De meˆme,
l’estimation diagonale du Hessien peut servir d’estimation initiale dans l’algorithme L-BFGS.
Certains auteurs (Hu et al., 2009a) pre´conisent de prendre en compte les termes diagonaux
du Hessien, mais e´galement les termes les plus proches afin de tirer be´ne´fice de ces termes hors-
diagonaux. Cependant, cette approche ne´cessite de re´soudre le syste`me d’e´quations normales
avec ce Hessien incomplet qui peut eˆtre couˆteux, surtout en 3D.
2.3.7 Re´gularisations
Le proble`me d’inversion des formes d’ondes est un proble`me inverse mal-pose´ et mal-
contraint. Ainsi, il arrive tre`s souvent que des artefacts (ge´ne´ralement hautes fre´quences) appa-
raissent dans le vecteur perturbation. Il est donc indispensable d’appliquer des re´gularisations
au proble`me afin de minimiser l’impact de ces artefacts.
On peut de´finir une fonctionnelle augmente´e d’un terme de re´gularisation sur le mode`le
(Tarantola, 1987) :
C(m) = 1
2
∆d†Wd∆d+
1
2
ǫ (m−mprior)†Wm (m−mprior) , (2.26)
ou` la matrice Wm est un ope´rateur de ponde´ration dans l’espace des mode`les (inverse de la
matrice de covariance dans l’espace des mode`les) (Tarantola, 1987), mprior est un mode`le de
re´fe´rence a` de´terminer et le terme ǫ permet de ponde´rer les poids des deux termes de la fonction.
En ge´ophysique, ou` les structures a` imager sont relativement lisses, on injecte ge´ne´ralement
dans la matrice Wm un ope´rateur amplifiant les contrastes dans les structures tel qu’un ope´-
rateur diffe´rentiel en espace d’ordre 1 ou 2 (Press et al., 2007). Ce type de re´gularisation est
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ge´ne´ralement appele´ re´gularisation de Tikhonov. En minimisant la fonction couˆt, on minimise
ainsi les contrastes et cet ope´rateur maximise le lissage du mode`le lorsque il est de´rive´ dans le
gradient et le Hessien.
De manie`re plus pragmatique, de ope´rateurs de lissage peuvent eˆtre applique´s au vecteur
perturbation ∆m sous forme de filtres spatiaux Gaussiens adaptatifs (Ravaut et al., 2004;
Operto et al., 2006) ou de filtres dans le domaine des nombres d’ondes spatiaux (Sirgue, 2003).
Certains auteurs ont e´galement introduit des ope´rateurs de re´gularisation visant au contraire
a` pre´server les contrastes dans les images, principalement base´s sur les outils de´veloppe´s en trai-
tement d’image et par la communaute´ e´lectromagne´tique qui image des structures tre`s contras-
te´es. Ainsi, Akcelik (2002) utilise une re´gularisation de type Total Variation base´e sur une
norme L1 dans l’espace des mode`les pour imager des milieux synthe´tiques simples. Cependant,
Hu et al. (2009b) montrent que, sur des milieux complexes assez lisses, ces re´gularisations visant
a` accentuer les contrastes donnent de moins bon re´sultats que celles base´es sur Tikhonov.
Notons enfin que le terme ǫ de l’e´quation (2.26) peut eˆtre relie´ a` la me´thode d’optimisation
de Levenberg-Marquard qui modifie le Hessien tel que :
Blm = B+ ǫI, (2.27)
ou` Blm est le Hessien de Levenberg-Marquard et I est la matrice identite´. Cette me´thode a pour
but de minimiser le poids des petites valeurs du Hessien quand celui-ci est syme´trique de´fini
positif, ou plus radicalement de le rendre syme´trique de´fini positif lorsque certaines valeurs du
Hessien deviennent trop faibles ou nulles. Cette me´thode peut eˆtre e´galement lie´e aux variantes
simples des me´thodes de re´gions de confiance (Nocedal & Wright, 1999) pour lesquelles le
terme ǫ est adapte´ pour chaque parame`tre en fonction de la perturbation maximale que l’on
peut admettre. En diminuant le terme ǫ, on augmente le poids du Hessien estime´, augmentant
la confiance que l’on donne au parame`tre. En augmentant ǫ, on diminue le poids du Hessien
estime´, ce qui contraint la perturbation a` rester faible. Ce terme ǫ peut eˆtre compare´ a` un
facteur de pre´blanchiment pour la de´convolution en traitement du signal.
2.3.8 Exemple
Afin d’illustrer les performances des me´thodes d’optimisation pre´sente´es pre´ce´demment, une
application est pre´sente´e sur la fonction analytique non-convexe de Rosenbrock, tre`s souvent
utilise´e pour ce type de test. La Figure 2.3 repre´sente cette fonction pour la version a` deux
variables dont le minimum global est localise´ en (1, 1). Pour la fonction a` 2 variables, la fonction
est non-convexe mais ne posse`de qu’un seul minimum global. Pour le cas a` plus de 2 variables,
des minimums secondaires existent. Le Tableau 2.1 illustre le nombre d’ite´rations ne´cessaires
aux diffe´rents algorithmes pour converger vers le minimum global de la fonction (tole´rance de
convergence fixe´e a` 10−6) prise pour 2 et 50 variables. Le point de de´part pour l’optimisation
est fixe´ pour les deux tests au point (4, ..., 4). L’estimation du pas de descente est assure´ par
une recherche d’optimum par interpolation parabolique. Les re´sultats montrent clairement la
hie´rarchie des performances des diffe´rents algorithmes. En particulier, le gradient conjugue´ et
surtout le L-BFGS montrent leur inte´reˆt face a` la me´thode du gradient, alors que le couˆt de
calcul est sensiblement e´quivalent dans le contexte d’inversion des formes d’ondes. La me´thode
de Newton, tre`s performante, requiert cependant le calcul explicite du Hessien et de re´soudre
les e´quations normales (2.8).
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Figure 2.3 – Fonction non-convexe de Rosenbrock a` 2 variables. Le minimum global est localise´
en (1, 1).
Table 2.1 – Performances des algorithmes d’optimisation pour les fonctions de Rosenbrock a`
2 et 50 variables
Test Algorithme Nombre d’ite´rations
Gradient 1 934
Rosenbrock Gradient Conjugue´ 458
2 variables L-BFGS (3 me´moires) 29
Newton 14
Gradient 11 809
Rosenbrock Gradient Conjugue´ 3 479
50 variables L-BFGS (3 me´moires) 168
Newton 19
2.4 Le mode`le initial
2.4.1 Mode`le cine´matiquement compatible et saut de phase
Ecrite sous une forme line´arise´e, la me´thode d’inversion des formes d’ondes ne´cessite de
partir d’un mode`le initial m0 localise´ dans le bassin d’attraction de la fonction couˆt. Ce bassin
est d’autant plus large que la fre´quence inverse´e est petite (Mulder & Plessix, 2008). Pour
les acquisitions de sismique active, les fre´quences minimales ge´ne´re´es et enregistre´es avec un
rapport signal sur bruit acceptable, se situent de nos jours vers 2-4 Hz, rendant impossible de
commencer une inversion de formes d’ondes sans mode`le suffisamment pre´cis. On peut relier
le bassin d’attraction de la fonction couˆt au concept de mode`le cine´matiquement compatible.
Ainsi, si le mode`le initial procure un de´calage de phase infe´rieure a` une demi-pe´riode de signal,
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Figure 2.4 – Sche´ma du principe du saut de phase. Si le de´phasage entre les signaux reste
infe´rieur a` la demi-pe´riode T/2, l’algorithme line´arise´ ajustera les bonnes phases. Dans le cas
contraire, l’algorithme ajustera des arches de signaux de´phase´es et divergera dans un minimum
secondaire.
pour la fre´quence conside´re´e, alors l’approche line´arise´e pourra ajuster les signaux observe´s
et calcule´s sans ambigu¨ıte´ de phase (Figure 2.4). Si le de´calage est supe´rieur, l’algorithme
cherchera a` ajuster des signaux avec un de´phasage d’une ou plusieurs pe´riodes, entraˆınant
la convergence de l’algorithme vers un minimum secondaire (Sirgue, 2003). Ce phe´nome`ne
s’applique pour toutes les fre´quences conside´re´es dans l’inversion et conditionne des re`gles de
choix de fre´quence (cf. partie 2.2.3). Concernant le mode`le initial, il doit eˆtre suffisamment
pre´cis pour respecter cette compatibilite´ cine´matique par rapport a` la premie`re fre´quence que
l’on peut conside´rer dans les donne´es. Je pre´sente ci-dessous des me´thodes d’obtention d’un
mode`le initial pour des applications d’exploration.
2.4.2 Tomographie des temps de premie`re arrive´e
La tomographie des temps de premie`re arrive´e est tre`s largement utilise´e en sismologie pour
produire des images lisses de la Terre (Nolet, 1987; Hole, 1992; Zelt & Barton, 1998). En uti-
lisant les temps pointe´s des premie`res arrive´es des ondes, le proble`me inverse se formalise de
manie`re non-line´aire dans lequel la matrice des de´rive´es de Fre´chet est ge´ne´ralement explicite-
ment construite, meˆme si le formalisme de l’e´tat-adjoint permet de s’en affranchir au profit de
l’efficacite´ (Taillandier et al., 2009).
La re´solution de la tomographie des temps de premie`re arrive´e est de l’ordre de la pre-
mie`re zone de Fresnel (Williamson, 1991). Comme cette approche n’exploite que les temps de
premie`re arrive´e, de tre`s grands offsets sont ne´cessaires en sismique de surface pour garantir
une couverture spatiale des rais dans la partie profonde du mode`le. Pour une application sur
le mode`le synthe´tique du BENCHMARK BP 2004, Brenders & Pratt (2007c) montrent que
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l’utilisation d’une tomographie des temps de premie`re arrive´e avant une inversion de formes
d’ondes acoustique ne´cessite de basses fre´quences (0.5 Hz) et un dispositif d’acquisition de 16
km. Malgre´ ces conditions, seule la partie superficielle du mode`le peut eˆtre image´e. Les applica-
tions sur donne´es re´elles pre´sente´es dans Ravaut et al. (2004); Operto et al. (2006); Malinowsky
& Operto (2008) montrent le processus d’imagerie commenc¸ant avec la tomographie des temps
de premie`re arrive´e puis l’inversion de formes d’ondes acoustiques.
Les limitations de cette me´thode sont les suivantes : la ne´cessite´ de pointer les temps, ce qui
peut se re´ve´ler de´licat lorsque le mode`le pre´sente des anomalies de vitesses lentes (Prieux et al.,
2009) ; l’obtention du mode`le VP seul dans le cas de sources explosives ; la ne´cessite´ d’utiliser
des sources ge´ne´rant des ondes S pour imager VS ; et la ne´cessite´ d’utiliser des dispositifs tre`s
grands offsets pour obtenir une couverture des rais suffisante dans la partie profonde du mode`le.
2.4.3 L’inversion dans le domaine de Laplace
Re´cemment propose´e par Shin & Cha (2008), l’inversion dans le domaine de Laplace se veut
une me´thode de choix pour la construction de mode`les de de´part pour l’inversion des formes
d’ondes. La me´thode utilise comme donne´es, les champs d’ondes aux re´cepteurs transforme´s
dans le domaine de Laplace. Cette transformation est e´quivalente a` la fre´quence nulle de la
transforme´e de Fourier d’un signal temporel amorti par une exponentielle de´croissante :
L(γ) =
∫ +∞
0
f(t)exp−γ(t)dt
⇔ F (ω + iγ) =
∫ +∞
−∞
f(t)exp−γ(t)exp−iωtdt avec
{
ω = 0
f(t) = 0 ∀t < 0, (2.28)
ou` L(γ) est la transforme´e de Laplace du signal temporel f(t) pour le coefficient de Laplace γ.
Le champ d’ondes L(γ) dans le domaine de Laplace est a` valeur re´elle.
Cette me´thode permet de reconstruire les grandes longueurs d’ondes du milieu en utilisant
les formes d’ondes (the´oriquement les nombres d’ondes nuls). Cependant, les forts coefficients
d’amortissement γ des exponentielles mis en jeu pour la stabilite´ de transforme´e de Laplace
engendrent une focalisation des donne´es utilise´es proche de la premie`re arrive´e (Shin & Cha,
2008). Utilisant une information tre`s proche de la tomographie des temps de premie`re arrive´e,
on ne peut donc pas s’attendre a` une qualite´ d’image tre`s diffe´rente, d’autant que, si la me´thode
n’utilise pas explicitement de pointe´s de la premie`re arrive´e, elle ne´cessite tout de meˆme de la
localiser pre´cise´ment pour appliquer un mute avant cette arrive´e, afin de supprimer le bruit
pour le calcul de la transforme´e de Laplace de manie`re stable.
Cette me´thode posse`de l’avantage de pouvoir s’utiliser tre`s facilement a` partir d’un algo-
rithme d’inversion de formes d’ondes en fre´quence, en utilisant une fre´quence a` partie re´elle
nulle et a` partie imaginaire non-nulle.
Des re´sultats impressionnants ont pu eˆtre obtenus avec cette me´thode pour la reconstruction
du parame`tre VP sous l’approximation acoustique, pour des applications synthe´tiques par Shin
& Cha (2008); Lee et al. (2008); Shin & Ha (2008); Pyun et al. (2008a) et sur des donne´es
re´elles du Golf de Mexico par Shin & Cha (2008); Shin & Ha (2008) dans une zone avec un
corps de sel. Pyun et al. (2008b) ont montre´ une application 3D e´lastique de l’inversion en
domaine de Laplace sur le mode`le synthe´tique SEG/EAGE Salt. Cependant, peu de de´tails ont
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Figure 2.5 – Re´sultats d’inversion e´lastique dans le domaine de Laplace pour une section 2D
du mode`le SEG/EAGE Salt. Les panneaux (a) et (c) repre´sentent les vrais mode`les VP et VS .
Les panneaux (b) et (d) repre´sentent les mode`les reconstruits pour VP et VS .
e´te´ publie´s sur la robustesse de l’approche pour la reconstruction de deux parame`tres de vitesse
en utilisant uniquement une information d’amplitude localise´e proche de la premie`re arrive´e.
La Figure 2.5 montre les re´sultats d’un test d’inversion e´lastique dans le domaine de Laplace
que j’ai mene´ dans une coupe 2D du modele SEG/EAGE Salt. Le mode`le VS a e´te´ ge´ne´re´ avec
un coefficient de Poisson constant de 0.24 (mode`le terrestre sans eau). Les donne´es de re´fe´rence
ont e´te´ calcule´es avec le meˆme algorithme que celui utilise´ pour l’inversion. L’inversion est
mene´e en supposant que la signature de la source est connue. Les mode`les de de´part sont des
gradients de vitesses pour les deux mode`les. 88 points sources verticaux sont enregistre´s par 88
capteurs deux composantes sur une distance de 15 km. La surface libre est conside´re´e dans ce
test. 27 coefficients de Laplace γ ont e´te´ inverse´s se´quentiellement de fac¸on de´croissante entre
10 et 0.4. Les champs d’ondes sont tre`s vite amortis en amplitude avec l’offset dans le domaine
de Laplace, c’est pourquoi Shin & Cha (2008) utilisent une fonction couˆt logarithmique (cf.
partie 2.5.1) qui compense cet effet de de´croissance. Dans ce test, j’ai utilise´ une fonction couˆt
L2 normalise´e par les donne´es observe´es (Mulder & Plessix, 2008) :
C(m) = 1
2
ndata∑
i=1
∆d2i
d2obsi
, (2.29)
qui compense l’effet de la forte de´croissance d’amplitude, comme le fait la fonction logarith-
mique. Les re´sultats montrent des mode`les encourageants pour ce cas synthe´tique ide´al. Cepen-
dant, d’autres tests ont montre´ une grande sensibilite´ de la me´thode au choix des coefficients de
Laplace et au type de source. La robustesse de l’approche pour des applications plus complexes
et des donne´es re´elles de´terminera si cette me´thode peut eˆtre envisage´e pour construire des
mode`les de de´part pour plusieurs parame`tres.
2.4.4 Inversion de la phase de premie`re arrive´e
En utilisant toujours l’information de la premie`re arrive´e, un algorithme d’inversion de
formes d’ondes en fre´quence peut eˆtre utilise´ pour inverser la phase de la premie`re arrive´e
en utilisant des fre´quences complexes. La partie re´elle repre´sente la fre´quence de propagation
109
LE PROBLE`ME INVERSE : THE´ORIE, ME´THODES ET PROBLE´MATIQUES
tandis que la partie imaginaire repre´sente le coefficient de l’exponentielle de´croissante applique´e
en temps (Min & Shin, 2006; Effelsen, 2009). Cette approche est tre`s proche de la tomographie
des temps de premie`re arrive´e, utilisant une information quasi-identique. Notons tout de meˆme
que la prise en compte d’une fre´quence re´elle permet de lier cette me´thode a` la tomographie
par fre´quence finie (Montelli et al., 2004).
2.4.5 La ste´re´o-tomographie
L’imagerie par ste´re´o-tomographie est fonde´e sur l’inversion des temps d’arrive´e d’e´ve´ne-
ments localement cohe´rents, pointe´s sur des collections de sismogrammes trie´s en sources et
re´cepteurs communs (Lambare´, 2008). Cette me´thode permet de prendre en compte les arrive´es
re´fle´chies, re´fracte´es, qu’elles soient de polarisations P-P ou P-S. Ainsi, des images des mode`les
de vitesse d’ondes P et S peuvent eˆtre construits. Des applications sur donne´es synthe´tiques
et re´elles sont pre´sente´es dans Billette & Lambare´ (1998); Alerini et al. (2002); Billette et al.
(2003).
2.4.6 Conclusions
La construction d’un mode`le de de´part de qualite´ pour l’inversion des formes d’onde est un
proble`me crucial qui de´termine la re´ussite ou l’e´chec du processus d’imagerie. Les me´thodes
mentionne´es ci-dessus sont des outils possibles, ayant chacun des avantages et des inconve´nients.
Notons que, dans la perspective d’inversion de formes d’ondes e´lastiques, seules une tomographie
des premie`res arrive´es d’ondes S (si la source ge´ne`re des ondes S), l’inversion dans le domaine
de Laplace (si elle se re´ve`le stable et robuste) et la ste´re´o-tomographie permettent d’obtenir
un mode`le de de´part pour les vitesses VS .
La proble´matique de la de´termination du mode`le de de´part est un proble`me ouvert qui
motive, a` l’heure actuelle, de nombreux travaux dans les e´quipes de recherche acade´miques et
industrielles.
2.5 Les alternatives a` la norme L2
La fonction couˆt classiquement et majoritairement utilise´e en inversion des formes d’ondes
est base´e sur la minimisation de la norme L2 de la diffe´rence des donne´es (e´quation (2.2)).
Comme mentionne´ auparavant dans la partie 2.1.1, ce choix est motive´ par des hypothe`ses
statistiques sur les donne´es. Il existe toutefois des alternatives a` cette fonctionnelle que je vais
pre´senter.
2.5.1 Fonction Logarithmique : Amplitude vs Phase - lien avec Rytov
Shin & Min (2006) ont introduit la fonction L2 logarithmique base´e sur la minimisation de
la fonctionnelle :
C(m) = 1
2
ndata∑
i=1
[
ln
dcalci
dobsi
]2
. (2.30)
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Cette fonction permet de se´parer facilement les empreintes de l’amplitude et de la phase dans
les donne´es car le logarithme d’un nombre complexe z = |z| expiφ est de´fini par :
ln(z) = ln(|z|) + iφ. (2.31)
En prenant en compte uniquement la partie re´elle du logarithme complexe, on ne conside`re
que l’amplitude. En prenant en compte uniquement la partie imaginaire, seule la phase est
conside´re´e.
Le gradient de cette fonction est donne´ par :
Gml = ℜ
[
xt
[
∂A
∂ml
]t
A−1P˜datar
]
avec ri =
ln
(
dcalci
dobsi
)∗
dcalci
. (2.32)
Une e´tude comple`te de la sensibilite´ de l’inversion au champ d’ondes complet, a` la phase
seulement et a` l’amplitude seulement fut pre´sente´e par Shin et al. (2007); Bednar et al. (2007);
Pyun et al. (2007). Cette e´tude montre que l’inversion du champ complet et de la phase donne
les meilleurs re´sultats, tandis que l’amplitude, lorsqu’elle est inverse´e seule, reste mal contrainte.
Notons tout de meˆme que pour rester stable, la fonction logarithmique requiert quelques
pre´cautions lors de son imple´mentation a` cause de l’utilisation de la fonction logarithme qui
peut engendrer des overflows/underflows nume´riques (Kim et al., 2008). De plus, des proble`mes
de de´roulement de phase peuvent avoir lieu lors du calcul de la phase du re´sidu a` partir des
phases des donne´es observe´es et calcule´es. Afin d’e´viter ces proble`mes, la fonction logarithme
fait l’hypothe`se que les phases des donne´es observe´es et calcule´es ne sont pas de´phase´es de plus
de 2π (Shin & Min, 2006). Cette hypothe`se peut eˆtre relie´e aux limites de la line´arisation qui
imposent la compatibilite´ cine´matique du mode`le initial.
On peut faire le lien entre la fonction logarithmique et l’approximation de Rytov (Wood-
wards, 1992) qui se´pare l’amplitude et la phase du champ. L’approximation de Rytov, e´qui-
valente a` la fonction logarithmique de Shin & Min (2006), fut de´veloppe´e pour l’inversion des
formes d’ondes en fre´quence par Gelis et al. (2007). Les re´sultats de Gelis et al. (2007) ne
montre`rent pas de supe´riorite´ notable de cette approximation face a` la formulation classique,
de´nomme´e (a` tord ?) par approximation de Born. Notons que la matrice des de´rive´es de Fre´-
chet de chaque couple source/re´cepteur est e´quivalente pour la formulation classique (e´quation
(2.14)) et pour la formulation logarithmique/Rytov (e´quation (2.32)). Cette e´quivalence fut
e´galement note´e par Woodwards (1992) pour l’analyse des wavepaths calcule´s par e´quation
d’onde asymptotique, construits par les approximations de Born et Rytov au premier ordre. La
diffe´rence, essentielle, entre les deux formulations de gradient re´side dans la fac¸on de combiner
les champs aux de´rive´es partielles des diffe´rents couples source/re´cepteur a` travers le terme
∆d∗ pour la formulation classique et ln (dcalci/dobsi)
∗ /dcalci pour la formulation logarithmique,
re´sultant sur des gradients diffe´rents.
2.5.2 Fonctionnelles robustes
L’hypothe`se de statistiques gaussiennes dans les donne´es peut ne pas eˆtre valide´e dans tous
les cas. Si les donne´es ne respectent plus les hypothe`ses qui ont conduit au choix de la norme
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L2, alors cette dernie`re peut souffrir d’un manque de robustesse, n’e´tant plus repre´sentative
du vecteur re´sidu ∆d. Nous pouvons penser a` des erreurs isole´es de fortes amplitudes dans les
donne´es par exemple. Si ces larges erreurs ne sont pas supprime´es avant l’inversion, alors elle
engendreront de forts re´sidus qui seront amplifie´s dans la fonctionnelle L2 et son gradient. Des
normes et crite`res de minimisation alternatifs a` la norme L2 ont donc e´te´ introduits pour palier
ces inconve´nients.
La norme L1, non base´e sur des hypothe`ses statistiques gaussiennes, fut ainsi introduite par
Tarantola (1987); Crase et al. (1990) pour l’inversion des formes d’ondes en domaine temporel,
et se re´ve´la tre`s robuste au bruit dans les donne´es. De meˆme, nous pouvons noter les crite`res de
Cauchy (Crase et al., 1990), sech (Crase et al., 1990; Monteiller et al., 2005), de Huber (Huber,
1973; Guitton & Symes, 2003; Ha et al., 2009), Hybride L1/L2 (Bube & Langan, 1997; Bube &
Nemeth, 2007), qui cherchent tous a` combiner le comportement de la norme L2 pour les petits
re´sidus, et celui de la norme L1 pour les grands re´sidus, se´pare´s par une zone de transition
de´finie par un seuil a` de´terminer.
Ces diffe´rents crite`res et normes ont e´te´ marginalement teste´s pour le proble`me d’inversion
des formes d’ondes en fre´quence. Nous de´velopperons dans le chapitre 5 une e´tude de sensibilite´
au bruit en utilisant diffe´rents crite`res de minimisation pour l’inversion des formes d’ondes
e´lastiques.
2.6 L’inversion multiparame`tres
Depuis les anne´es 90, la me´thode d’inversion des formes d’ondes a principalement e´te´ de´-
veloppe´e et utilise´e pour imager le mode`le de vitesse d’ondes P en conside´rant l’approximation
acoustique pour la propagation des ondes. En effet, ce parame`tre posse`de la signature la plus do-
minante dans les donne´es pour de nombreuses configurations d’acquisitions, et l’approximation
acoustique, moins couˆteuse a` mode´liser, se re´ve`le efficace lorsque les donne´es sont correctement
pre´traite´es. Ainsi les travaux de Pratt & Worthington (1990); Pratt et al. (1998); Pratt (1999);
Ravaut et al. (2004); Sirgue & Pratt (2004); Operto et al. (2006); Brenders & Pratt (2007a,b);
Sirgue et al. (2007); Ben-Hadj-Ali et al. (2008); Brenders et al. (2009); Plessix (2009); Sirgue
et al. (2009) par exemple, s’attachent a` reconstruire le mode`le VP sous l’approximation acous-
tique, a` partir de donne´es synthe´tiques ou re´elles, en 2D ou 3D.
Cependant, meˆme si son inte´reˆt est majeur, le mode`le VP utilise´ seul ne permet pas toujours
l’interpre´tation fine et fiable des structures complexes du sous-sol. Les mode`les de densite´,
de vitesse de propagation d’ondes S, et d’atte´nuation, permettent de confirmer ou d’infirmer
certaines hypothe`ses e´mises a` partir de VP .
Par exemple, le parame`tre de densite´, couple´ au parame`tre VP donne une information
primordiale sur l’impe´dance du milieu, largement utilise´ et interpre´te´ pour la de´tection de re´-
servoirs dans l’industrie pe´trolie`re. Le mode`le de vitesse d’onde S, combine´ a` celui de VP permet
d’obtenir une estimation de la porosite´ et de saturation des milieux, et permet de calculer le
coefficient de Poisson qui tre`s influence´ par la pre´sence de liquides et de gaz. Ces informations
permettent de caracte´riser des re´servoirs pour l’exploration, d’en faire le monitoring dans le
temps.
L’imagerie de plusieurs parame`tres physiques par inversion des formes d’ondes est cepen-
dant peu re´pandue. Le frein majeur re´side dans la grande difficulte´ associe´e au proble`me inverse
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Figure 2.6 – Diagrammes de rayonnement des diffractions P-P, P-S, S-P et S-S pour des
anomalies de VP (courbes continues) et de VS (courbes discontinues) en fonction de l’angle de
diffraction θ. Courbes calcule´es d’apre`s Forgues (1996) pour VP = 2VS .
mal-pose´. L’imagerie de VP seul, sous l’approximation acoustique, rend le proble`me plus line´aire
et plus facile a` re´soudre en supposant que les autres parame`tres sont connus et invariants, ou
directement lie´s a` VP . En conside´rant l’inversion simultane´e et inde´pendante de plusieurs para-
me`tres et/ou avec une physique de propagation plus complexe, on accentue la non-line´arite´ du
proble`me inverse re´sultant (1) du couplage entre parame`tres, (2) de la signature des parame`tres
dans les donne´es, (3) des phe´nome`nes de propagation plus complexes et (4) de la ponde´ration
des diffe´rentes classes de parame`tres dans l’algorithme d’optimisation.
L’analyse des diagrammes de diffraction des diffe´rents parame`tres (Tarantola, 1986; Forgues,
1996) montre ainsi la grande difficulte´ de discerner la densite´ et VP pour des angles de diffraction
faibles. De meˆme, le facteur de qualite´ est tre`s fortement lie´ a` la vitesse de propagation rendant
son inversion mal contrainte si le dispositif d’acquisition n’est pas ade´quat (Ribodetti & Virieux,
1996; Ribodetti et al., 2000; Mulder & Hak, 2009). Pour les parame`tres e´lastiques, la ge´ome´trie
de l’acquisition oriente le choix de la parame´trisation vers les impe´dances e´lastiques IP et
IS pour les courts offsets, ou les vitesses VP et VS pour des grands offsets, afin d’obtenir le
de´couplage maximal eˆtre les parame`tres (Tarantola, 1986; Forgues, 1996) (Figure 2.6).
En fonction des structures a` imager et des donne´es, le poids des diffe´rents parame`tres dans
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les donne´es peut varier. Ainsi, pour l’inversion acoustique de VP et de l’atte´nuation, Kamei &
Pratt (2008) recommandent d’inverser d’abord VP sans mettre a` jour l’atte´nuation, la signature
de VP dominant souvent les donne´es. Dans un second temps, l’inversion simultane´e des deux
parame`tres permet de tirer be´ne´fices d’information plus « fines » d’amplitude dans les re´sidus
une fois que le mode`le VP explique en grande partie la cine´matique. Cette approche permet
e´galement de se´parer les effets de l’atte´nuation extrinse`que relative a` l’he´te´roge´ne´ite´ du milieu et
de l’atte´nuation intrinse`que. Pour l’inversion e´lastique, Tarantola (1986) recommande d’imager
d’abord VP ou IP , le parame`tre dominant, puis le parame`tre lie´ aux vitesse d’ondes S (VS
ou IS). Sears et al. (2008) ont applique´ judicieusement cette strate´gie, couple´ a` des se´lections
de donne´es par feneˆtrage en temps de certaines phases, pour l’inversion de formes d’ondes
temporelle en milieu marin synthe´tique. Cette strate´gie s’est e´galement re´ve´le´e efficace pour le
milieu marin Valhall pre´sente´ dans la partie 4.2. Par contre, comme nous le verrons dans la
partie 4.1, lorsque des donne´es terrestres sont conside´re´es avec inversion des ondes de volume
et des ondes de surface, les deux parame`tres dominent les donne´es et doivent eˆtre inverse´s
simultane´ment.
La complexite´ des donne´es accentue le caracte`re non-line´aire de l’inversion. Pour l’image-
rie e´lastique de donne´es synthe´tiques en milieu marin, Sears et al. (2008) montrent la forte
non-line´arite´ du proble`me et utilise diffe´rents niveaux de re´gularisation sur les donne´es et les
parame`tres image´s, afin d’utiliser les diffe´rentes conversions P-S. Gelis et al. (2007) montrent
sur des exemples synthe´tiques canoniques, que la reconstruction de VP et VS , en utilisant de
fac¸on combine´e les ondes de volume et les ondes de surface, donne des re´sultats assez mitige´s.
La cause est associe´e a` la forte e´nergie propage´e par les ondes de surface qui ne sondent qu’une
profondeur limite´e du milieu et qui domine la fonction couˆt et le gradient.
La ponde´ration des diffe´rentes classes de parame`tres reconstruits simultane´ment dans le
processus d’optimisation accentue la non-line´arite´ du proble`me inverse. La mise a` l’e´chelle du
gradient est the´oriquement assure´e par la prise en compte du Hessien complet dans l’e´quation de
Newton (si le proble`me est localement parabolique). Or, les me´thodes de Newton et de Gauss-
Newton ne sont ge´ne´ralement pas utilise´e a` cause de leur couˆt nume´rique (cf. partie 2.3.4).
Pour palier ce proble`me, Sambridge et al. (1991) ont de´veloppe´ une me´thode de sous-espaces
qui permet de de´terminer les pas de descente a` appliquer a` chaque gradient des diffe´rentes
classes de parame`tres. Cette me´thode repose sur une me´thode de Newton, dont les parame`tres
sont les pas de descentes de chaque classe. Le Hessien explicitement forme´ est une petite matrice
carre´e dont la taille est le nombre de classes de parame`tres, elle est donc facilement inversible.
Cependant, l’approche ne´cessite de calculer un champ direct supple´mentaire par source et par
classe de parame`tre a` chaque ite´ration du processus ite´ratif non-line´aire. Nous verrons dans la
partie 3.4.4 que la me´thode quasi-Newton L-BFGS, qui estime e´conomiquement l’inverse du
Hessien, permet de mettre a` l’e´chelle les diffe´rentes classes de parame`tres sans ne´cessiter de
champs directs supple´mentaires.
2.7 Conclusion
Dans ce chapitre, le formalisme du proble`me d’inversion line´arise´ en fre´quence a e´te´ pre´sente´
a` partir de la minimisation de la norme aux moindre carre´e du vecteur re´sidu. Les roˆles respectifs
du gradient et du Hessien ont e´te´ introduits, montrant d’une part la re´solution attendue de la
me´thode et l’algorithme classiquement utilise´, base´ sur un volume de donne´es limite´, et d’autre
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part le roˆle important du Hessien dans la convergence de la me´thode. Les me´thodes de re´solution
du proble`me d’optimisation locale ainsi que les me´thodes de construction du mode`le de de´part
ont e´te´ pre´sente´es. Enfin les crite`res alternatifs a` la norme L2 ont e´te´ introduit avant d’envisager
les enjeux et les proble`mes associe´s a` l’inversion multiparame`tres. Ce chapitre permet donc de
de´finir une base de me´thodes pour l’investigation des proble´matiques lie´es a` l’inversion des
formes d’ondes e´lastiques qui seront pre´sente´s dans les chapitres suivants.
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Algorithmes paralle`les, optimisation
et performance
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L’inversion des formes d’ondes est une me´thode d’imagerie relativement couˆteuse en moyens
informatiques. Dans ce chapitre, je pre´sente les aspects lie´s aux algorithmes et l’imple´mentation
de la me´thode sous la forme d’un article soumis pour publication dans la revue Computers &
Geosciences. La re´solution du proble`me direct sera d’abord introduite avec les couˆts nume´-
riques respectifs des diffe´rentes interpolations possibles de la me´thode GD. Nous verrons que la
complexite´ et la configuration des cas d’e´tudes dirigent le choix de l’interpolation et du type de
maillage. Ensuite, nous aborderons le proble`me inverse en nous focalisant sur l’imple´mentation
de plusieurs niveaux hie´rarchiques dans un sche´ma d’inversion multire´solutions, l’optimisation
du calcul du gradient et la re´solution du proble`me d’optimisation par la me´thode L-BFGS
permettant d’estimer e´conomiquement le Hessien. Enfin, l’imple´mentation paralle`le et les per-
formances de l’algorithme global seront discute´es. Nous nous attacherons particulie`rement a`
l’inte´reˆt d’une imple´mentation avec deux niveaux de paralle´lisme, permettant pour certaines
applications, d’e´conomiser a` la fois du temps de calcul et de la me´moire vive.
ALGORITHMES PARALLE`LES, OPTIMISATION ET PERFORMANCE
Two-dimensional frequency-domain visco-elastic full waveform
inversion : parallel algorithms, optimization and performance
R. Brossier
article soumis pour publication dans la revue Computers & Geosciences
3.1 Abstract
Full waveform inversion (FWI) is an appealing seismic data-fitting procedure for the de-
rivation of high-resolution quantitative models of the subsurface at various scales. Full mode-
ling and inversion of visco-elastic waves from multiple seismic sources allows the recovering
of different physical parameters, although it remains computationally challenging. An effi-
cient massively parallel, frequency-domain FWI algorithm is implemented here on large-scale
distributed-memory platforms for imaging two-dimensional visco-elastic media. The resolution
of the elastodynamic equations, as the forward problem of the inversion, is performed in the
frequency domain on unstructured triangular meshes, using a low-order finite element dis-
continuous Galerkin method. The linear system resulting from discretization of the forward
problem is solved with a parallel direct solver. The inverse problem, which is presented as a
linearized least-squares optimization problem, is solved in parallel with a quasi-Newton me-
thod, and this allows reliable estimation of multiple classes of visco-elastic parameters. Two
levels of parallelism are implemented in the algorithm, based on message passing interfaces
and multi threading, for optimal use of computational time and the core-memory resources
available on modern distributed-memory multi-core computational platforms. The algorithm
allows for imaging of realistic targets at various scales, ranging from near-surface geotechnic
applications to crustal scale exploration.
Keywords
Seismic wave modeling ; finite element discontinuous Galerkin ; multi-parameter seismic ima-
ging ; quasi-Newton optimization ; massively parallel computing
3.2 Introduction
Quantitative imaging of the subsurface is essential for geotechnic and civil engineering
applications, for seismic hazard and natural resources exploration, and for our geodynamics
knowledge. The physical properties of the subsurface are often estimated through seismic-wave
analysis, with wave travel-times generally used to perform tomography of the Earth interior.
In the 1980s, the full waveform inversion (FWI) method was introduced by Tarantola (1984)
to exploit the complete information contained in the waveforms of seismograms, and to infer
high-resolution models of the subsurface. FWI was originally developed in the time domain
(Tarantola, 1984, 1987), and it has become tractable and popular in the frequency domain
since the pioneering work of Pratt & Worthington (1990); Pratt (1990). FWI is currently a
field of active research, and particularly for active seismic surveys at various scales. Computa-
tionally efficient frequency-domain FWI was designed by limiting the inversion to a few discrete
frequencies, taking advantage of the redundant wavenumber cover provided by wide-aperture
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surveys (Sirgue & Pratt, 2004; Brenders & Pratt, 2007a). Frequency-domain FWI potentially
provides high-resolution quantitative images of physical parameters, although it suffers from
two main difficulties.
The first of these difficulties relates to the computational cost of the forward problem ;
namely, the numerical resolution of the wave equation in heterogeneous media for multiple
sources. In two dimensions, the forward problem can be solved efficiently in the frequency
domain (Nihei & Li, 2007), leading to the resolution of a linear system per frequency, the right-
hand side of which is the source. This system is solved efficiently for multiple sources with a
direct solver, which performs one LU factorization of the matrix, followed by a forward and a
backward substitution per source. For the acoustic wave equation, optimal finite-difference (FD)
schemes have been designed for optimal use of the CPU core memory when used with direct
solvers (Jo et al., 1996; Hustedt et al., 2004). However, these optimal schemes are difficult
to design for the elastic wave equation, because the numerical scheme directly depends on
the Poisson ratio of the medium, which leads to stability issues when considering free-surface
boundary conditions and liquid/solid interfaces (Stekl & Pratt, 1998). Moreover, FD suffers from
the usual limitation linked to Cartesian regular grids : the grid interval is defined by the smallest
propagated wavelength to avoid numerical dispersion, or by complex interface geometries, which
require fine discretization to avoid parasite diffractions from the corners of the Cartesian grid.
These two constraints generally lead to local oversampling of the medium, and therefore a waste
of computational resources (Saenger & Bohlen, 2004; Bohlen & Saenger, 2006). To deal with
non-regular grids, finite element (FE) methods can be considered with either low interpolation
orders (Marfurt, 1984; Bielak et al., 2003), or high interpolation orders, using the so-called
spectral element method (Komatitsch & Vilotte, 1998; Chaljub et al., 2003). These methods
require, however, explicit boundary conditions for modeling the water/solid contact, and are
generally developed for quadrangle grids, which leads to meshing issues. Another alternative is
the finite element discontinuous Galerkin (DG) method (Ka¨ser & Dumbser, 2006; Dumbser &
Ka¨ser, 2006; Brossier et al., 2008). This DG method allows the use of triangular/tetrahedral
meshes, and it is suitable for the handling of strong physical contrasts in the medium, including
liquid/solid contact. The DG method is chosen in the present study to perform the FWI forward
problem in the frequency domain.
The second difficulty of FWI is related to the ill-posedness and non-linearity of the inverse
problem, which is generally formulated as a least-squares local optimization (Tarantola, 1987;
Pratt & Worthington, 1990), so as to manage the numerical cost of the forward problem.
The ill-posedness of FWI arises mainly from : the limited accuracy of the starting model in
the framework of local optimization ; the incomplete illumination of the subsurface provided by
conventional seismic surveys ; the reconstruction of multiple classes of parameters with different
sensitivities and signatures in the data ; the lack of low frequencies in the source bandwidth ;
and the presence of noise. Several hierarchical multiscale strategies that proceed from low
frequencies to higher frequencies have been proposed to mitigate the non-linearity of the inverse
problem (Pratt & Worthington, 1990; Bunks et al., 1995; Sirgue & Pratt, 2004; Brossier et al.,
2009a). Subsets of data and parameter classes can also be hierarchically inverted to mitigate
the nonlinearity and nonuniqueness issues in the framework of elastic inversion (Sears et al.,
2008; Brossier et al., 2009b).
To tackle targets of realistic size and complexity with FWI, efficient algorithms must be
implemented on large-scale distributed-memory computational platforms for both the forward
and the inverse problems. An example of such algorithms is presented in Sourbier et al. (2009a),
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who implemented a parallel FWI algorithm in the framework of the two-dimensional (2D)
acoustic monoparameter approximation, with a FD forward problem and steepest-descent-
based optimization scheme.
The present study presents the implementation of a massively parallel frequency-domain
FWI algorithm for imaging 2D visco-elastic media. The first section will focus on the forward
problem resolution, as performed with a low-order DG method. In the second section, the
inversion algorithm problem is presented, with special emphasis on the reconstruction of multi-
parameter classes from vectorial wavefields using a quasi-Newton method. The last section will
review the parallel implementation of the algorithm, with an analysis of its performance on a
distributed-memory platform.
3.3 Forward Problem
3.3.1 Theory and discretization
Two-dimensional, elastic, frequency-domain FWI requires the frequency-domain solutions
of the 2D P-SV wave equations for heterogeneous media and multiple sources. We consider the
first-order hyperbolic system where both particle velocities (Vx,Vz) and stresses (σxx,σzz,σxz)
are unknown quantities, as described by the system :
− iωVx = 1
ρ(x)
{∂σxx
∂x
+
∂σxz
∂z
}
+ fx
−iωVz = 1
ρ(x)
{∂σxz
∂x
+
∂σzz
∂z
}
+ fz
−iωσxx =
(
λ(x) + 2µ(x)
)∂Vx
∂x
+ λ(x)
∂Vz
∂z
− iωσxx0
−iωσzz = λ(x)∂Vx
∂x
+
(
λ(x) + 2µ(x)
)∂Vz
∂z
− iωσzz0
−iωσxz = µ(x)
{∂Vx
∂z
+
∂Vz
∂x
}
− iωσxz0 , (3.1)
where λ and µ are the Lame´ coefficients, ρ is the density, and ω is the angular frequency.
Source terms are either point forces (fx, fz) or applied stresses (σxx0 , σzz0 , σxz0). i is the purely
imaginary term defined by i =
√−1. Only isotropic media are considered in this analysis. The
intrinsic attenuation of the medium is easily taken into account in the frequency domain using
complex-valued wave velocities. In the present study, the Kolsky-Futterman model (Kolsky,
1956; Futterman, 1962) without the dispersion term is used (Tokso¨z & Johnston, 1981).
A change in variable is applied to the system of equations (3.1) to develop a pseudo-
conservative formulation that is useful for the derivation of the DG formulation. We now consi-
der the following vector with three components (T1, T2, T3) = ((σxx+σzz)/2, (σxx−σzz)/2, σxz).
Note that, when considering this variable change, T1 represents the hydrostatic pressure mea-
sured in liquids. In the case of liquid/solid propagation, such as in marine seismic experiments,
the T1 variable provides direct access to the pressure measured by hydrophones, while T2 and
T3 are zero in liquid, relative to the deviatoric part of the stress tensor.
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Moreover, we must consider a finite domain, and therefore, we apply Perfectly Matched
Layer (PML) absorbing conditions (Berenger, 1994) through the functions sx, sz, defined in
the direction r as sr = 1/(1 + iγr/ω), where γr is zero inside the computational domain
and nonzero inside the absorbing layers. The new differential system that includes the PML
functions, which is equivalent to the system of equations (3.1), can be written as :
− iωρVx = sx∂(T1 + T2)
∂x
+ sz
T3
∂z
+ ρfx
−iωρVz = sx∂T3
∂x
+ sz
∂(T1 − T2)
∂z
+ ρfz
−iωT1
λ+ µ
= s′x
∂Vx
∂x
+ s′z
∂Vz
∂z
− iωT
0
1
λ+ µ
−iωT2
µ
= s′x
∂Vx
∂x
− s′z
∂Vz
∂z
− iωT
0
2
µ
−iωT3
µ
= s′x
∂Vz
∂x
+ s′z
∂Vx
∂z
− iωT
0
3
µ
. (3.2)
To derive the DG formulation, the model is first discretized with polygonal cells. For each
cell, the system of equations (3.2) is multiplied by a test function, corresponding to a kth-
order polynomial. The test function is nonzero only in the polygonal cell that ensures the
discontinuous property of the scheme. In the present study, Lagrange polynomials are used for
the test functions. The system of equations (3.2) is then integrated over each cell, which leads
to the so-called weak formulation of the system. We assume that the physical properties of the
medium are constant inside each cell, and we use centered numerical fluxes to exchange energy
between cells (Remaki, 2000). The reader is referred to Ka¨ser & Dumbser (2006); Dumbser &
Ka¨ser (2006); Brossier et al. (2008); Delcourte et al. (2009) for a detailed description of the
DG formulation applied to the elastodynamic equations.
Discretization of equations (3.2) with the DG method leads to a linear system for each
frequency considered :
Au = b, (3.3)
where A is the sparse impedance matrix, which is also known as the forward problem operator,
and which depends on the frequency, the mesh geometry, the DG interpolation order of each
cell, and the physical properties. b represents the external excitation. u is the unknown vector,
which represents the particle velocity and the stress wavefields in the entire computational
domain, and is based on a local polynomial representation inside each cell. In the present
study, the system of equations (3.3) is solved with the massively parallel direct solver MUMPS
(Amestoy et al., 2006). More details on this algorithm and its performance will be discussed in
section 3.5.1.
3.3.2 Which interpolation ?
The theoretical resolution of the FWI is λ/2 if normal-incidence data are recorded, where
λ is the local propagated wavelength (Sirgue & Pratt, 2004). A suitable discretization for the
inversion mesh should therefore be close to λ/4 to ensure a correct sampling of the medium.
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Since the physical properties are assumed to be constant inside each cell, a suitable discreti-
zation of the forward problem based on the same mesh as that of the inversion should also be
close to λ/4 (Sourbier et al., 2009a).
DG methods generally take advantage of high orders of interpolation to coarsely discretize
the medium and to obtain a high order of accuracy (Ka¨ser & Dumbser, 2006; Dumbser & Ka¨ser,
2006). In contrast, I will focus here on low interpolation orders for FWI applications because
these low orders of interpolation will provide sufficiently accurate solutions to the forward
problem for meshes that are consistent with the expected resolution of FWI.
The lowest interpolation order, P0, is a possible choice that represents the wavefield by a
series of piece-wise constant functions inside each cell, and it gives sufficiently accurate solutions
for ten to fifteen cells per wavelength in structured equilateral triangular meshes (Brossier
et al., 2008). P0 interpolation cannot, however, be used on unstructured meshes, where it does
not converge to the correct solution, whatever the size of the cell. Moreover, the liquid/solid
interface causes some troubles for structured meshes, and the P0 interpolation cannot, therefore,
be used in this case. Finally, the P0 scheme can be related to the finite volume P0 scheme, and
is very close to O(∆x2) FD schemes (Brossier et al., 2008).
The higher orders of interpolation, P1 and P2, allow the use of unstructured meshes, which
is an appealing feature for dealing with complex topographies and heterogeneous media, which
should require a local adaptation of the mesh size to the local properties (h-adaptive meshes).
Sufficiently accurate solutions can be obtained in unstructured meshes with discretization of
ten to fifteen cells per wavelength for P1, and three to three and a half cells per wavelength for
P2.
Seismograms computed with the DG P1 and DG P2 in a homogeneous halfspace are com-
pared with the analytical solution of the Garvin (1956) problem (Figures 3.1 and 3.2). The
source is an explosion at depth and the receivers are on the free surface. The comparison is
performed in the time domain, from DG solutions computed in the frequency domain. To as-
sess the accuracy of the surface wave and of the direct wave, I have here used a discretization
of twelve cells and three cells per minimum wavelength in unstructured triangular meshes for
P1 and P2 interpolations, respectively. The comparison between the DG and analytical seis-
mograms shows that sufficiently accurate solutions for both wave types are achieved for these
discretizations., For the Garvin test computed in the frequency domain at 5 Hz, Figure 3.3
reviews the accuracy of the three interpolation orders as functions of the mesh size.
The P2 interpolation provides the best consistency between the discretizations required by
the forward problem to compute sufficiently accurate solutions (Figures 3.2 and 3.3), and the
spatial resolution of FWI (i.e., the mesh interval corresponding to a quarter of a wavelength).
Higher orders of interpolation would allow the use of coarser meshes for the same level of
accuracy, but these coarse meshes would lead to an undersampling of the medium for FWI.
Therefore, high orders of interpolation should be applied on unnecessarily fine meshes, at the
expense of the computational efficiency, and should, therefore, be rejected for FWI applications.
As I will illustrate later, lower orders of interpolation (i.e., P0 and P1) can, however, be useful
as an alternative to P2, depending on the medium properties.
For computational efficency, an interesting feature of the DG method is that it allows
for mixing of the interpolation orders (p-adaptivity), because the degrees of freedom are not
shared by neighboring cells in the DG formalism. An efficient mix is seen in P0-P1, because both
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Figure 3.1 – Time-domain comparison between DG P1 (solid lines) and analytical (dashed
lines) solutions for the Garvin test. The seismograms represent : (a) the horizontal ; and (b)
the vertical components of the particle velocity at the free surface.
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Figure 3.2 – Time-domain comparison between DG P2 (solid lines) and analytical (dashed
lines) solutions for the Garvin test. The seismograms represent : (a) the horizontal ; and (b)
the vertical components of the particle velocity at the free surface.
interpolations share the same discretization rule (i.e., ten cells per wavelength), and therefore,
they facilitate the meshing at the transition zones between the P0 and P1 interpolations.
Table 3.1 summarizes the computational time and memory requirements for the DG me-
thod for two simple models, where the P0, P1, P0-P1 and P2 orders of interpolation are used.
These have, respectively, a discretization of : ten cells per minimum wavelength in a structured
equilateral mesh ; ten cells per local wavelength in an unstructured h-adaptive mesh ; ten cells
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Figure 3.3 – L2 error at the free surface between the analytical solution and the numerical
solutions computed with the DG P0, P1 and P2 interpolation orders as a function of the mesh
size. The L2 error is computed for the 5 Hz frequency, and for the horizontal and vertical
geophone components.
per local wavelength with a structured/unstructured hp-adaptive mesh ; and three cells per
local wavelength in an unstructured h-adaptive mesh. It needs to be remembered that these
four combinations of interpolation order and discretization give similar accuracies (Figure 3.3).
Simulations are performed in parallel using 16 processors. The first model is a homogeneous
half space, and the second one is a two-layer half space. The first simulation clearly shows that
the P0 interpolation on the regular mesh provides the best time and memory performances
when the model contains a limited range of velocity. In the second model, the thickness of the
upper layer is one tenth of the thickness of the half space, and the velocity in the upper layer
is one tenth of the velocity of the lower layer. The upper layer mimics a complex weathering
zone in the near surface, which requires a very fine mesh and, therefore, a dramatic increase in
the number of cells when regular structured meshes are used (as it should also be with FD). In
this case, the P2 interpolation on the h-adaptive unstructured mesh provides the best time and
memory performances, due to the local refinement of the mesh (Table 3.1). The P0-P1 mesh
uses h-adaptive unstructured cells (P1) in the upper layer and structured equilateral cells (P0)
in the lower layer. These two extreme canonical cases illustrate how the heterogeneity and the
velocity range of the subsurface drive the choice of the mesh type and interpolation order. In
the case of a broad velocity bandwidth in the model, P2 interpolation used with h-adaptive
unstructured meshes should give the best parameterization. In the case of a narrow velocity
bandwidth, the P0 or the P0-P1 interpolations should be more relevant. If a flat free surface is
present without liquid, the P0 interpolation can be used, while the P0-P1 interpolation should
be used when the model contains a liquid/solid interface in a shallow water environment or
a complex topography above a shallow weathered layer. For example, a layer of unstructured
cells computed with P1 allows discretization of a complex topography or water/solid interface
of arbitrary shape, above a P0 regular equilateral mesh, discretizing a more homogeneous me-
dium. The P0-P1 approach is close in spirit to the hybrid FE/FD method proposed by Moczo
et al. (1997). We can, however, note that the P1 interpolation used alone never appears to be
the optimal choice.
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Table 3.1 – Computational ressources required for the forward problem solved with DGs P0,
P1, P0-P1 and P2, in two simples cases, on 16 processors
Test Resource P0 P1 P0-P1 P2
Cell numbers 113 097 136 724 116 363 12 222
Degrees of freedom 565 485 2 050 860 695 795 366 660
Homogenous Time for factorization (s) 2.1 59.2 4.1 9.4
Memory for factorization (Gb) 2.39 19.80 3.09 4.57
Time to solve 116 RHS (s) 6.2 28.3 8.1 6.1
Cell numbers 2 804 850 291 577 247 303 32 664
Degrees of freedom 14 024 250 4 373 655 2 360 405 979 920
Two-layers Time for factorization (s) 333.2 109.5 31.8 22.1
Memory for factorization (Gb) 80.50 33.26 14.37 10.84
Time to solve 116 RHS (s) 190.4 72.4 30.2 16.2
Figure 3.4 – The synthetic Valhall P-wave velocity model representative of oil and gas shallow
water targets, and a close-up of the mesh used for mixed DG P0-P1 simulations.
Figures 3.4, 3.5 and 3.6 further illustrate the mesh design for three realistic offshore and
onshore models. The first represents a velocity model of the Valhall gas field in a shallow-water
environment in the North Sea (Munns, 1985). The sea bed is at 70-m depth. The narrow velo-
city range in most parts of the model requires the use of a regular mesh as much as possible
for computational efficiency. To correctly discretize the shallow-water layer, a p-adaptivity im-
plemented with a mixed P0-P1 interpolation is chosen : a refined unstructured P1 layer of cells
is used for the first 130 m of the subsurface for accurate modeling of the interface waves at the
liquid/solid interface, and for accurate positioning of the sources, which are located 5 m below
the surface, and of the receivers, which are on the sea bed. The second example represents
an onshore foothill model that contains a complex topography, several dipping structures, and
a thin weathered layer at the surface (VP=700 m/s, VS=350 m/s) : a dramatic configuration
for regular grid-based methods. An h-adaptive unstructured mesh that is suitable for the P2
interpolation order was designed for accurate modeling of the free-surface effects of the topo-
graphy, and for the local adaptation of the cell size to the local wave speeds. The third example
corresponds to a crustal-scale model, which represents the Nankai subduction zone, offshore of
Japan (Operto et al., 2006). We use a P2 h-adaptive unstructured mesh to deal with the broad
velocity bandwidth spanned by the crustal model.
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Figure 3.5 – The synthetic IFP/TOTAL Foothill P-wave velocity model representative of
onshore targets with complex topographies and weathering zones, and a close-up of the mesh
for DG P2 simulations.
Figure 3.6 – The crustal P-wave velocity model representative of the Japanese Nankai trough,
and a close-up of the h-adaptive unstructured mesh for DG P2 simulations.
3.4 Inverse Problem
3.4.1 Theory review
We start with a brief review of FWI. A more extensive overview is presented in Virieux &
Operto (2009). FWI is an optimization problem that is generally recast as a linearized least-
squares problem that attempts to minimize the misfit between the recorded and the modeled
wavefields (Tarantola, 1987). The inverse problem can be formulated in the frequency domain
(Pratt & Worthington, 1990), and the associated objective function to be minimized is defined
by :
C(n) =
nf∑
if=1
ns∑
is=1
1
2
∆d(n)
†
Wd∆d
(n), (3.4)
where ∆d(n) = dobs − d(n)calc is the data misfit vector, the difference between the observed
data dobs and the modeled data d
(n)
calc computed in the model m
(n) at the iteration n of the
inversion. Superscript † indicates the adjoint (transposed conjugate), and Wd is a diagonal
weighting matrix that is applied to the misfit vector to scale the relative contributions of each
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of its components. The summations in equation (3.4) are performed over the ns sources and a
group of nf simultaneously inverted frequencies.
With the objective function assumed to be locally parabolic, its minimization with the
Newton method provides the following expression of the perturbation model δm(n) :
B(n)δm(n) = −G(n), (3.5)
where B(n) and G(n) denote the Hessian matrix and the gradient of the objective function at
iteration n, respectively.
The gradient G of the objective function with respect to the model parameters m =
{mi}i=1,N , where N denotes the number of unknowns, can be derived from the adjoint-state
formalism using the back-propagation technique (Plessix, 2006).
This gives for the ith component of the gradient G :
Gmi =
nf∑
if=1
ns∑
is=1
ℜ
{
ut
∂At
∂mi
A−1PdataWd∆d∗
}
, (3.6)
where t and ∗ denote the transpose and conjugate operators, respectively, ℜ denotes the real
part of a complex number, and Pdata is an operator that extends with zeroes the residual
vector represented in the data space to the forward problem space (Pratt et al., 1998). The
gradient is computed by a zero-lag convolution in time, between the incident wavefield u from
the source, and the adjoint back-propagated wavefield A−1PdataWd∆d∗, using residuals at
receiver positions as a composite source. Therefore, only two forward problems per shot are
required for gradient building. The radiation pattern of the diffraction by the model parameter
mi is denoted by the sparse matrix ∂A/∂mi.
Due to the computational cost of building the Hessian operator and solving equation (3.5),
Newton and Gauss-Newton methods are generally not considered for realistically sized problems
(Pratt et al., 1998). Steepest-descent or conjugate-gradient methods that are preconditioned by
the diagonal terms of an approximate Hessian are more conventionally used to compute δm(n)
(Pratt et al., 1998; Operto et al., 2006; Shin et al., 2001).
Because the Hessian is generally not taken into account exactly, the model is then updated
with an optimal step-length α(n), computed by a linear inversion (Tarantola, 1987) or by
parabola fitting (Sourbier et al., 2009a)
m(n+1) =m(n) + α(n)δm(n). (3.7)
3.4.2 Inversion algorithm
CPU-efficient frequency-domain FWI is generally carried out by successive inversions of
single frequencies, by proceeding from the low frequencies to the higher ones (Pratt & Wor-
thington, 1990; Sirgue & Pratt, 2004). This defines a multiresolution framework that mitigates
127
ALGORITHMES PARALLE`LES, OPTIMISATION ET PERFORMANCE
Algorithm 3.1 Two-level hierarchical frequency-domain FWI algorithm
1: for ig = 1 to ng do
2: for id = 1 to nd do
3: while (NOT convergence AND n < nmax) do
4: for if = 1 to nf do
5: Compute incident wavefields u from sources
6: Compute residual vectors ∆d and cost function C(n)
7: Compute adjoint back-propagated wavefields A−1PdataWd∆d∗ from receivers
8: Build gradient vector G(n) (with Algorithm 3.2)
9: end for
10: Compute perturbation vector δm(n) (with Algorithm 3.3)
11: Define optimal step length α(n) by parabola fitting
12: Update model m(n+1) =m(n) + α(n)δm(n)
13: end while
14: end for
15: end for
of the non-linearity of the inverse problem associated with high frequency cycle-skipping arti-
facts. CPU-efficient algorithms can be designed by selecting a few coarsely sampled frequencies,
such that the wavenumber redundancy, which results from dense sampling of frequencies and
aperture angles, is decimated. This strategy has proven to be effective for several applications
of acoustic FWI (Ravaut et al., 2004; Operto et al., 2006; Brenders & Pratt, 2007a). However, it
might lack robustness when complex wave phenomena are present, such as P-to-S conversions,
multiples and surface waves.
A two-level hierarchical procedure (Algorithm 3.1) to mitigate the FWI non-linearities in
the case of elastic onshore problems was proposed by Brossier et al. (2009a). This algorithm
embeds three main loops :
1. The outer loop is over the frequency groups ; namely, a set of frequencies that are si-
multaneously inverted. In the case of complex wave phenomena, the use of simultaneous
frequencies in the inversion procedure constrains better the optimization for convergence
towards the global minimum, taking into account the more redundant information contai-
ned in the simultaneous frequencies.
2. The second loop is over the time-damping factors that control the amount of information
over time that is preserved in the seismograms for inversion. Time damping is performed
in frequency-domain modeling through the use of complex-valued frequencies, which is
equivalent to damping seismograms in time by an exponential decay (Shin et al., 2002;
Brenders & Pratt, 2007b). Moreover, this data preconditioning provides a significant
improvement in the signal-to-noise ratio with real data (Brenders et al., 2009).
3. The third loop is over iterations of the non-linear problem for one frequency group inver-
sion.
This algorithm was applied successfully for imaging the elastic parameters of onshore and
offshore synthetic data in Brossier et al. (2009a,b).
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3.4.3 Gradient computation
The gradient computation with the adjoint-state method is described formally by equa-
tion (3.6). Without loss of sense and using some notations that are more adapted to the DG
formalism, this expression can be re-written as :
Gmi =
nf∑
if=1
ns∑
is=1
ℜ
{
stpkA1
−1
pk
t∂A1
t
pk
∂mi
A1−1pk PdataWd∆d∗pk
}
, (3.8)
where subscript pk denotes the k order of interpolation used to discretize the wavefields and
source vectors, and the forward operator matrix. The A1 matrix results from the discretization
of the first-order velocity/stress formulation of the elastodynamic equations, equation (3.2),
used to perform the forward problem. spk denotes the source vector.
For computational time and memory use efficiency, equation (3.8) can be re-written using
several tricks.
As a first step, the wavefield solutions computed at each node of the pk interpolation polyno-
mials are interpolated at the barycentre of each cell of the triangular mesh, and are subsequently
assumed to be piece-wise constant in the cell. After this interpolation, the discretizations of the
wavefield solutions and the medium properties are identical, and are consistent with those of
a P0 interpolation. The radiation pattern matrix ∂A1P0/∂mi is built using a P0 interpolation
order, to be consistent with the discretization of the projected solutions and medium properties.
This does not affect the model reconstruction because the radiation pattern operator used in
the inverse problem does not need to be discretized to the same order of accuracy as the im-
pedance matrix used in the forward problem. Let us introduce the projection matrix PP0 that
interpolates the pk wavefields at the barycentre of each cell. Expression (3.8) can be re-written
as :
Gmi =
nf∑
if=1
ns∑
is=1
ℜ
{
stpkA1
−1
pk
t
PtP0
∂A1tP0
∂mi
PP0A1
−1
pk
PdataWd∆d∗pk
}
=
nf∑
if=1
ns∑
is=1
ℜ
{
utP0
∂A1tP0
∂mi
rP0
}
, (3.9)
where uP0 and rP0 are the projected incident and adjoint velocity/stress wavefields. Note that
this first projection allows the saving of a factor of three and six, both in computational time
to build the gradient and core-memory use to store the wavefields, when the forward problem
is solved with DG P1 and P2, respectively. If the forward problem is computed with P0, this
step does not provide any saving.
A second improvement can also be applied to expression (3.9). The 2D-PSV elastodyna-
mic equations can be written either as a first-order velocity/stress system that involves five
velocity/stress wavefields, or as a second-order velocity system that involves two velocity wa-
vefields. The P0 forward problem operator A2P0 for the second-order velocity system can be
assembled, starting from the P0-discretized first-order velocity/stress system and eliminating
the auxiliary stress wavefields through a parsimonious formulation (Luo & Schuster, 1990),
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Algorithm 3.2 Algorithm of gradient computation
1: for mi = 1 to mN do
2: Compute
∂A2tP0
∂mi
3: for s = 1 to nsrc do
4: Compute β ← ∂A2P0∂mi uP0/V through full vector/sparse matrix product routine
5: Compute Gmi ← Gmi + ℜ(βtrP0/V ) with sparse vector/full vector dot product routine
6: end for
7: end for
developed in Brossier et al. (2008). The forward problem operator A2P0 can subsequently be
used to build the radiation pattern matrix that is required by the gradient computation. Let
us define the operator PV , which restricts the velocity/stress wavefield vector to the velocity
wavefield vector. Expression (3.9) can be written as :
Gmi =
nf∑
if=1
ns∑
is=1
ℜ
{
utP0P
t
V
∂A2tP0
∂mi
PV rP0
}
=
nf∑
if=1
ns∑
is=1
ℜ
{
utP0/V
∂A2tP0
∂mi
rP0/V
}
, (3.10)
where uP0/V and rP0/V are the projected incident and adjoint velocity wavefields. This
second improvement does not lead to significant computational time saving compared to the
formulation (3.9) because
∂A2tP0
∂mi
is denser than
∂A1tP0
∂mi
. However, it allows a reduction of the
memory storage of the wavefields by a factor two and a half. Of note, the inverted data can
be either the particle velocity or the hydrostatic pressure when the expression of the gradient,
equation (3.10), is used, although the gradient is built from the velocity wavefields, uP0/V and
rP0/V . There is only the need to set a residual source in pressure for ∆d, back-propagate these
pressure residuals with the velocity/stress forward problem operator through the matrix A1Pk ,
and extract the modeled adjoint velocity wavefields rP0/V for gradient computation. Note also
that visco-acoustic FWI can be performed using the elastic algorithm : the fourth and fifth
lines of system (3.2) are not considered in the forward problem ; the T2 and T3 wavefields are
forced to zero ; and VS is set to zero.
Finally, the gradient vector is computed through Equation (3.10) with Algorithm 3.2.
3.4.4 L-BFGS and multi-parameter inversion
FWI is generally solved with the steepest-descent or conjugate-gradient methods, precondi-
tioned by a diagonal approximation of the Hessian (Pratt et al., 1998; Operto et al., 2006; Shin
et al., 2001). Limited-memory, quasi-Newton methods, such as the limited-memory Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno (L-BFGS) method (Nocedal, 1980), can however provide an efficient
alternative to classic steepest-descent or conjugate-gradient methods for FWI problems (Bros-
sier et al., 2009a).
The Hessian matrix allows for : correction of the gradient from the geometrical amplitude
spreading of the incident and adjoint wavefields ; improvement of the imaging resolution by
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correctly deconvolving the gradient from limited-bandwidth effects, taking into account the off-
diagonal terms of the Hessian ; suitable scaling of the model perturbation vector for different
parameter classes ; and accounting for double scattering effects (Pratt et al., 1998; Nocedal
& Wright, 1999). L-BFGS provides an approximation of the inverse H of the Hessian matrix
from few gradient and model difference vectors, stored from previous iterations. Moreover,
the double-loop recursive algorithm designed by Nocedal (1980) does not explicitly build and
store H(k), but directly computes the perturbation vector δm(k) = −H(k)G(k) with additions,
differences and inner products of vectors. A diagonal approximation of the inverse Hessian
computed from the diagonal terms of the approximate Hessian (Pratt et al., 1998; Operto
et al., 2006) or pseudo-Hessian (Shin et al., 2001), can be provided to the L-BFGS algorithm
for a better and faster estimation of H(k)G(k).
In the framework of the inversion of multiple classes of parameter with different units and
amplitudes (for example, reconstruction of wave speeds, density, attenuation factors), the L-
BFGS algorithm requires some normalizations for consistent dimensionless computation of the
model perturbation vector. Algorithms 3.3 and 3.4 review the computation of the perturbation
model with appropriate normalizations that account for the different classes of parameters in
the L-BFGS algorithm (Nocedal, 1980), modified following S. Gratton (2008, personal commu-
nication). The normalization of the gradient, the diagonal Hessian, and the perturbation model
are performed according to a characteristic value mi0 that is defined for each parameter class,
taken as the mean of the initial model of each parameter class. This normalization is equivalent
to computation of the gradient and the diagonal Hessian for normalized parameters mi/mi0,
where i denotes the parameter class.
Figure 3.7 shows the FWI results in a canonical configuration : 113 horizontal point force
sources are located all around the target each 50 m, and each source wavefield is recorded by 112
two-component geophones all around the target each 50 m. Absorbing boundary conditions are
used on the four sides of the domain to simulate an infinite medium. The true models contain one
circular heterogeneity of 200 m diameter at different locations for each of the five parameters :
P-wave and S-wave velocities (VP and VS), density (ρ), and P-wave and S-wave quality factors
(Qp and Qs) (Figure 3.7). Table 3.2 summerizes the background and heterogeneity values
for each parameter. The inversion is performed for ten frequencies between 4 Hz and 13 Hz
each 1 Hz, starting from homogeneous background models. The inverted parameters are λ,
µ (the Lame´ parameters), ρ, Qp and Qs, to deliberately invert parameters with contrasted
amplitudes (Qp and Qs ≈ 101 − 102 while λ and µ ≈ 108 − 109). Despite these differences, the
normalization procedure allows for a correct estimation of the Hessian through L-BFGS, and
allows for a convergence towards acceptable models without any need for heuristic weighting
of each parameter class. Note that the weighting provided by the inverse Hessian estimation
does not require the performing of extra forward problems, whereas the subspace method of
Sambridge et al. (1991), which is generally used in multiparameter inversions, requires the
performing of one extra forward problem per parameter class to estimate the steplength. Note,
however, that in Figure 3.7 there are some coupling effects between some parameters that result
from the physics of the diffraction pattern of each parameter class, and not from the choice of
the optimization method.
The reader can refer to Brossier et al. (2009a,b) for realistic applications of this strategy to
onshore and offshore synthetic data from the imaging of P-wave and S-wave velocity models.
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Algorithm 3.3 Perturbation computation : outer part
1: if n = 1 then
2: Compute diagonal of pseudo-Hessian B0 (Shin et al., 2001)
3: for i = 1 to nparameter class do
4: Normalize diagonal of Hessian B˜0mi = B0mim
2
i0
5: end for
6: Apply damping to the diagonal of Hessian (Levenberg-Marquardt method) B˜0 = B˜0+ǫI
7: end if
8: for i = 1 to nparameter class do
9: Normalize gradient G˜(k)mi = Gmi (k)mi0
10: end for
11: Compute D˜(k) = B˜0
−1G˜(k)
12: if n > k then
13: Discard the vector pair (yn−k−1, sn−k−1)
14: end if
15: if n > 1 then
16: Compute and store sn−1 ←m(n) −m(n−1)
17: Compute and store yn−1 ← D˜(n) − D˜(n−1)
18: end if
19: Compute δ˜m
(n)
with Algorithm 3.4
20: for i = 1 to nparameter class do
21: Denormalize perturbation vector δm(n) = δ˜m
(n)
mi0
22: end for
Algorithm 3.4 Perturbation computation : L-BFGS algorithm (Nocedal & Wright, 1999, page
178)
1: q← D˜(n)
2: for i = n− 1 to n− k do
3: ρi ← 1ytisi
4: αi ← ρistiq
5: q← q− αiyi
6: end for
7: γn ← s
t
n−1yn−1
ytn−1yn−1
8: r← γnq
9: for i = n− k to n− 1 do
10: β ← ρiytir
11: r← r+ si(αi − β)
12: end for
13: δ˜m
(k)
= −r
3.5 Parallelization and performance
To tackle imaging of realistically sized targets, the computationally demanding FWI method
needs to be implemented in parallel to exploit multiple CPU facilities, also with a large amount
of available core-memory, compared to sequential execution.
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Figure 3.7 – Example of multi-parameter inversion. (a-e) True models : (a) VP , (b) VS , (c) ρ,
(d) QP and (e) QS models. (f-j) Reconstructed FWI models : (f) λ, (g) µ, (h) ρ, (i) QP and
(j) QS .
Table 3.2 – Physical parameters in the background and heterogeneities for the canonical
inversion test.
Parameter Background value Heterogeneity value
VP (m/s) 1500 1800
VS (m/s) 1000 800
ρ (kg/m3 1000 1400
QP 100 10
QS 100 10
3.5.1 Forward problem
The forward problem of FWI, as the resolution of the linear system of equation (3.3) for
multiple sources (right-hand-side (RHS)), is performed with the massively parallel direct solver
MUMPS (Amestoy et al., 2006), which performs a LU decomposition of the matrixA, based on
a multi-frontal approach (Duff & Reid, 1983). The parallelization allows for the speeding up of
the factorization by more than one order of magnitude, compared to sequential execution, and
for the distribution of the LU factors in the core memory over all of the processors (Sourbier
et al., 2009b), which makes this quite efficient for solving large problems without intensive I/O
resources. The MUMPS software is based on Message Passing Interface (MPI) standards for
applications with distributed memory architectures. The workflow of the MUMPS algorithm
can be summarized as : (1) analysis of the A matrix pattern, followed by reordering of the
matrix to limit the fill-in during factorization. The analysis step is performed sequentially on
the master processor with the current MUMPS version (but does not modify the workflow if
done in parallel) ; (2) parallel factorization of the A matrix with dynamic pivoting ; (3) parallel
forward and backward substitutions to obtain solution vectors u from RHS vectors b.
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3.5.2 Overview of the parallel inverse problem
In the framework of iterative FWI, the physical properties of the model change at each ite-
ration, but the mesh geometry is not changed. Therefore, the A matrix keeps the same pattern,
allowing a single analysis phase in the whole inversion procedure. This feature is interesting be-
cause the matrix analysis is the only time-demanding step performed sequentially on the master
process. After the substitution step, the solution vectors u are returned by MUMPS in a distri-
buted form over the in-core memory of the processors. However, the distribution of the solutions
performed by MUMPS does not always provide a well-balanced load for the processors, because
the MUMPS strategy is to optimize LU decomposition with accurate dynamic pivoting and
reduced fill in. The distribution is therefore not suitable for the application of the projection
operator PVPP0 to the local in-core solutions (i.e., the solutions at the different nodes for one
wavefield of a triangular cell are not systematically stored in-core on the same processor). To
overcome this limitation, the solutions are re-ordered following well-balanced mesh partitio-
ning, performed with the METIS software (Karypis & Kumar, 1999). The MUMPS-distributed
solutions are mapped to the METIS decomposition with MPI point-to-point communications,
before the application of operator PVPP0 . This mapping/projection step represents about 25
% of the MUMPS substitution time. The forward and back-propagated wavefields are stored in
the in-core memory for all sources. The gradient and the diagonal of the Hessian are therefore
efficiently computed in parallel with local in-core wavefields for the local subdomain associated
with each process, before being centralized on the master processor for perturbation-model
building. Of note, the assemblage and storage of the sparse A matrix are performed by the
master process, as the storage of the mesh-related tables, the wavefield solutions at the re-
ceiver positions for computing the objective function, and the composite residual sources for
adjoint-wavefield computation. To avoid prohibitive memory allocation on the master proces-
sor, the master process is not involved in the factorization and substitution/projection steps,
the wavefield storage, and the gradient/Hessian computation.
3.5.3 Two parallelism levels
The scalability of parallel direct solvers is intrinsically limited because of the large amount
of communications between the MPI processes, and the memory overhead generated by the
number of MPI process involved in the factorization (Sourbier et al., 2009b). Therefore, the
single parallelization level with MPI can be not adapted for large-scale applications. A second
parallism level, based on multi-threading, can, however, be efficiently implemented on multi-core
architectures. The main computationally demanding parallel tasks of the FWI algorithm are
the forward problem resolutions (factorization and substitutions/projection) and the building
of the gradient and diagonal Hessian.
The MUMPS solver uses the Basic Linear Algebra Subroutines (BLAS) library mainly for
level 2 and 3 operations (matrix/vector, and matrix/matrix operations). Several BLAS libraries
are available in multi-thread distributions, which allows an efficient low-level of parallelization
for multi-core architectures with shared memory.
The gradient and diagonal Hessian computations have several nested loops embedded (Al-
gorithm 3.2). The outer loop over the model parameters can be easily parallelized with shared-
memory thread technology (as with standard OpenMP) to speed up the loop on the available
CPUs without duplicating or exchanging data.
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An alternative to classical parallelization using one MPI process per CPU is, therefore, to
run one MPI process on n CPUs, sharing the same memory, and to launch n threads per MPI-
process during the BLAS operations, and the gradient and diagonal Hessian computations.
These two levels of parallelism can mitigate the memory overhead of the factorization, the
network usage for intensive communications, and the computational time for LU factors.
3.5.4 Performance
Simulations are performed on a distributed-memory architecture composed of 18 nodes,
each of which includes two quad-core 2.7 GHz Opteron processors with 64 Gbytes of shared
memory. The nodes are interconnected by an Infiniband ConnectX network. This cluster is
located at Geoazur Institute, and it provides 144 CPUs and 1.125 Tbytes of memory.
A first test corresponds to a middle-scale application that is focused on the elastic Valhall
model (Figure 3.4). A 1 042 720-cell mesh was designed with the Triangle software (Shewchuk,
1996). The mesh is composed of a thin unstructured layer on top for P1 interpolation, and a
large zone of equilateral structured triangles for P0 in depth. This mesh allows frequencies of
up to 7 Hz to be modeled in the elastic case. The substitution/projection phase is performed
for 315 RHSs, corresponding to 315 explosive sources. Figure 3.8 shows the evolution of the
computational times and the memory usage for the main inversion steps as a function of the
number of CPUs, using one- and two-level parallelism.
We clearly see a decrease in the computational time when the CPU number increases,
although the efficiency is limited by the intrinsic scalability of the MUMPS direct solver. The
best trade-off between performance and computational resources is obtained with 24 CPUs,
with one MPI-process per CPU used. When two levels of parallelism are used with shared-
memory threads, the in-core memory required by the factorization decreases, an appealing
feature if the memory available is limited. However, the memory saving is at the expense of the
computational time, particularly for the substitution/projection step. Here, I postulate that
for this middle-scale application, the speed-up provided by the multi-thread computation is
not significant with respect to the time overheads due to thread launching, leading to a limited
time performance for this application.
A second test focuses on a large-scale elastic crustal model (Figure 3.6). An h-adaptive
unstructured mesh was designed with Triangle for DG P2 modeling up to 6.5 Hz, leading
to 528 080 cells. To mimic the SFJ-OBS experiment (Operto et al., 2006), 93 sources were
considered, corresponding to 93 ocean-bottom seismometers, for the substitution/projection
phase. Figure 3.9 summarises the computational times and memory usage for this test. Note
that the time for gradient building is negligible compared to that of the MUMPS steps, due to
the small number of RHSs and the cell number in the mesh. For this large-scale application that
requires a large amount of distributed memory to store the 200 Gbytes of LU factors, shared-
memory-threads technology is the alternative choice to the one-level parallelism, to minimize
the number of MPI processes, and therefore the memory overheads during LU factorization. The
data obtained with multiple threads show that both the computational time for the factorization
and the substitution/projection steps can be decreased, while saving a significant amount of
core memory.
The results of these two applications suggest that the two-level parallelism over MPI pro-
cesses and shared-memory threads that are embedded in our FWI algorithm provide an efficient
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Figure 3.8 – Computational time and memory use for the main inversion tasks for a middle-
scale application, as a function of the number of CPUs, and the parallel strategy, as indicated
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and flexible tool to tackle realistic size target imaging. Depending on the computing facilities
available and the size of the case study, a judicious combination of the two levels of parallelism
can be found for optimal performances in terms of computational time and core-memory usage.
3.6 Conclusion
A massively parallel algorithm was developed to perform frequency-domain full-waveform
modeling and inversion for imaging 2D visco-elastic media. The forward problem of inversion,
as the resolution of the elastodynamics equation in the frequency-domain, is solved using a
low-order finite element discontinuous Galerkin method. This allows complex topographies and
high velocity-contrasts to be taken into account, and to use unstructured h-adaptive trian-
gular meshes combined with p-adaptive interpolations. The linear system, resulting from this
discretization is solved with the parallel MUMPS direct solver, allowing the LU factors to be
stored in a distributed form over the processors. The wavefield solutions are also stored in a
distributed form, following mesh partitioning for a well-balanced workload over the processors.
The inverse problem of the FWI is solved with a linearized least-squares optimization scheme.
The implementation of the gradient of the objective function has been optimized for computa-
tional time and memory saving. A quasi-Newton L-BFGS optimization has been implemented
to estimate the inverse of the Hessian matrix at a negligible computational cost, improving the
reconstruction of several classes of parameter (P-wave and S-wave speeds, density, and attenua-
tion factors QP and QS). A two-parallelism level through MPI-processes and shared-memory
threads has been implemented for optimal use of the computational time and core-memory
resources, which will depend on the computer facilities.
This FWI algorithm will be used to tackle the imaging of realistically sized targets at various
scales, from near-surface geotechnic applications to crustal-scale exploration. Ongoing studies
include the extension to anisotropic (vertically transverse isotropic) media and the adaptation
to teleseismic configurations for lithospheric imaging.
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Conclusion
Dans ce chapitre, j’ai illustre´ l’imple´mentation des algorithmes de re´solution des proble`mes
direct et inverse pour l’imagerie des parame`tres visco-e´lastiques en deux dimensions, dans un
contexte de calcul paralle`le.
Le syste`me e´lastodynamique 2D en domaine fre´quentiel est discre´tise´ par une me´thode
d’e´le´ments finis Galerkin discontinus. Le choix des ordres d’interpolation utilise´s, ainsi que le
type de maillage, sont directement lie´s a` la complexite´ structurale des applications d’inversion,
permettant de trouver le meilleur compromis pre´cision/couˆt de calcul. La re´solution du syste`me
line´aire issu de la discre´tisation est assure´e par le solveur direct paralle`le MUMPS. Cette
paralle´lisation permet a` la fois de stocker les facteurs LU de la matrice sous une forme distribue´e
en me´moire vive des diffe´rents processeurs, et d’autre part, d’acce´le´rer les phases de factorisation
et de substitution, diminuant ainsi le temps de calcul.
Pour assurer la re´solution du proble`me inverse, une proce´dure d’inversion hie´rarchique a`
deux niveaux sur des groupes de fre´quences et des facteurs de re´gularisations de fre´quences
complexes est propose´e. Une optimisation de la formulation du gradient permet de limiter
le couˆt de stockage en me´moire des champs directs et adjoints, ainsi que le temps de calcul
du gradient. L’utilisation de la me´thode quasi-Newton L-BFGS estime e´conomiquement l’in-
verse du Hessien, permettant de mettre a` l’e´chelle les diffe´rentes classes de parame`tres image´es
simultane´ment, sans surcouˆt de calcul.
Le processus d’inversion est mene´ en paralle`le. Les solutions des champs d’ondes du pro-
ble`me direct sont tout d’abord stocke´es sous une forme distribue´e. Ces solutions sont ensuite
re´ordonne´es selon un de´coupage en domaines physiques du maillage afin d’optimiser la charge
des processeurs. Le gradient et l’estimation du Hessien sont assemble´s en paralle`les a` partir des
solutions locales de chaque sous-domaine.
L’imple´mentation d’un double niveau de paralle´lisme par des processus MPI et des threads
a` me´moire partage´e permet d’optimiser le temps de calcul et l’utilisation me´moire en fonction
des applications et des ressources informatiques disponibles. La flexibilite´ de cet algorithme
permet d’envisager des applications d’inversion visco-e´lastiques a` diffe´rentes e´chelles, de la
proche surface aux e´chelles crustales.
138
Deuxie`me partie
Applications

Chapitre 4
Exemples synthe´tiques
Sommaire
4.1 Application terrestre : Le mode`le SEG/EAGE Overthrust . . . . 142
4.1.1 Re´sume´ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
4.1.2 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
4.1.3 Me´thode et algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
4.1.4 Pre´conditionnement des donne´es et strate´gies multi-e´chelles . . . . . . 148
4.1.5 Application a` un mode`le canonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
4.1.6 Application a` un mode`le synthe´tique terrestre . . . . . . . . . . . . . . 151
4.1.7 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
4.1.8 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
4.1.9 Test comple´mentaire : combien de composantes sont ne´cessaires ? . . . 169
4.2 Application marine : Le mode`le Valhall . . . . . . . . . . . . . . . . 172
4.2.1 Pre´sentation du mode`le e´lastique de Valhall . . . . . . . . . . . . . . . 172
4.2.2 Configuration de l’inversion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172
4.2.3 Inversion acoustique de donne´es e´lastique . . . . . . . . . . . . . . . . 174
4.2.4 Inversion e´lastique hie´rarchique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176
4.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
Dans ce premier chapitre applicatif, nous allons nous inte´resser aux particularite´s et dif-
ficulte´s de l’inversion des formes d’onde pour la reconstruction des parame`tres e´lastiques. A
partir de mode`les synthe´tiques re´alistes, dans leurs tailles et leurs complexite´s structurales,
nous allons mener des e´tudes de sensibilite´ afin de quantifier les difficulte´s associe´es a` l’image-
rie multiparame`tres de donne´es complexes.
Une premie`re e´tude s’attachera a` un cas d’imagerie en milieu terrestre. Gelis et al. (2007)
montrent que l’inversion en domaine fre´quentiel de donne´es terrestres, combinant ondes de vo-
lume et ondes de surface, est relativement instable et largement domine´e par la forte e´nergie
des ondes de surface. Nous allons nous attacher a` quantifier cette de´pendance aux ondes de
surface qui de´termine le succe`s ou l’e´chec de l’inversion. Par ailleurs, nous proposerons une ap-
proche hie´rarchique d’inversion a` travers plusieurs niveaux de re´gularisation, afin de minimiser
l’impact des phe´nome`nes de propagations complexes donnant son caracte`re tre`s non-line´aire
au proble`me.
EXEMPLES SYNTHE´TIQUES
Dans une deuxie`me e´tude, un cas d’imagerie en milieu marin sera aborde´. Les configurations
marines permettent de s’affranchir des proble`mes lie´s aux ondes de surfaces. Cependant, le cas
d’e´tude aborde´ est caracte´rise´ par une profondeur d’eau tre`s faible et un contraste des proprie´te´s
physiques tre`s faible au fond de mer. Ces deux proprie´te´s confe`rent aux donne´es des caracte´ris-
tiques particulie`res, notamment une signature faible des ondes S dans le champ d’ondes, qu’il
est ne´cessaire de prendre en compte pour une reconstruction robuste des parame`tres e´lastiques.
4.1 Application terrestre : Le mode`le SEG/EAGE Overthrust
Cette partie d’application terrestre est pre´sente´e sous la forme d’un article publie´ dans
la session spe´ciale « New Advances on Seismic Imaging and Inversion » (Novembre-De´cembre
2008) de la revue Geophysics.
Seismic imaging of complex onshore structures by two-dimensional
elastic frequency-domain full-waveform inversion
R. Brossier, S. Operto and J. Virieux
Geophysics, 2009, 74, 6, WCC63-WCC76
4.1.1 Abstract
Quantitative imaging of the elastic properties of the subsurface at depth is essential for
civil engineering applications and for oil and gas reservoir characterization. A realistic synthetic
example provides for an assessment of the potential and limits of two-dimensional elastic full-
waveform inversion of wide-aperture seismic data, for recovering high resolution P-wave and
S-wave velocity models of complex onshore structures. Full-waveform inversion of land data is
challenging, because of the increased non-linearity introduced by free-surface effects, such as the
propagation of surface waves in the heterogeneous near-surface. Moreover, the short wavelengths
of the shear wavefield require an accurate S-wave velocity starting model if low frequencies
are not available in the data. Different multiscale strategies with the aim of mitigating these
non-linearities are here evaluated. Massively parallel full-waveform inversion is implemented in
the frequency domain. The numerical optimization relies on a limited-memory quasi-Newton
algorithm that out-performs the more classic preconditioned conjugate-gradient algorithm. The
forward problem is based upon a discontinuous Galerkin method on triangular mesh, which
allows accurate modeling of free-surface effects. Sequential inversions of increasing frequencies
define the most natural level of hierarchy in the multiscale imaging. In the case of land data
involving surface waves, the regularization introduced by hierarchical frequency inversions is
not enough for adequate convergence of the inversion. A second level of hierarchy implemented
with complex-valued frequencies is necessary, and provides convergence of the inversion towards
acceptable P-wave and S-wave velocity models. Among the possible strategies for sampling
frequencies in the inversion, successive inversions of slightly overlapping frequency groups proves
to be the most reliable when compared with the more standard sequential inversion of single
frequencies. This suggests that simultaneous inversion of multiple frequencies is critical when
considering complex wave phenomena.
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4.1.2 Introduction
Quantitative imaging of the elastic properties of the subsurface is essential for oil and
gas reservoir characterization, and for the monitoring of CO2 sequestration with time-lapsed
acquisitions. Indeed, fluids and gas have significant effects on the elastic properties of the sub-
surface in terms of the Poisson-ratio anomalies. This quantitative imaging is also required for
near-surface imaging in the framework of civil engineering applications, because the shear pro-
perties of the shallow weathered layers have a strong impact on the elastic wavefield. Moreover,
at the near-surface scale, short propagation times do not easily allow the separation in time
of the body waves and the surface waves. In this case, filtering or muting surface waves is not
easy, and both types of waves need to be involved in the imaging, which requires solving the
elastic-wave equation. Evolution of acquisition systems towards wide-aperture/wide-azimuth
geometries and multi-component recordings is another motivation behind the development of
elastic-imaging methods, because the occurrence of P-to-S mode conversion is dominant at
wide-aperture angles.
Reservoir characterization is classically performed by amplitude-versus-offset analysis in
the prestack domain (e.g., Jin et al., 2000; Buland & Omre, 2003). An alternative is the full-
waveform inversion (FWI) of the elastic wavefield recorded by multiple components with the
aim of reconstructing the P-wave and S-wave velocity (VP and VS) models of the subsurface
(or other related parameters, such as impedances, if density is involved in the inversion) with
a resolution limit of the order of half a wavelength. The misfit between the recorded and
the modeled wavefields is minimized through resolution of a numerical optimization problem
(Tarantola, 1987; Nocedal & Wright, 1999). The FWI forward problem is based on the complete
solution of the full (two-way) wave equation.
One drawback is that elastic FWI is a computationally challenging problem. Recent ad-
vances in high performance computing on large-scale distributed memory platforms allow two-
dimensional (2D) problems of representative sizes to be tackled, while the 3D problems start
to be investigated only in the acoustic case (Sirgue et al., 2007; Ben-Hadj-Ali et al., 2008; Vigh
& Starr, 2008; Warner et al., 2008). Moreover, the complexity of the elastic wavefield at wide
aperture makes the inverse problem highly non-linear and ill-posed. This is even more dramatic
for onshore applications where surface waves with high energy as well as body waves can be
used in the optimization process. FWI is conventionally solved with local optimization (linea-
rized) approaches, which makes the inversion sensitive to the limited accuracy of the starting
model. As such, it is essential to use realistic synthetic case studies to investigate under which
conditions the non-linearity of the elastic FWI can be mitigated.
Most of the recent applications of FWI to real data have been performed under acoustic
approximation (Pratt & Shipp, 1999; Hicks & Pratt, 2001; Ravaut et al., 2004; Gao et al., 2006;
Operto et al., 2006; Bleibinhaus et al., 2007). Although reliable results can be obtained with
acoustic approximation if judicious data pre-processing and inversion preconditioning is applied
(Brenders & Pratt, 2007b), elastic FWI is desirable for applications that involve the detection
of fluids and gas, and for CO2 sequestration. Moreover, acoustic FWI can lead to erroneous
models when applied to elastic data when the velocity models show high velocity contrasts and
when no specific FWI pre-processing and tuning is applied to the data (Barnes & Charara,
2008).
Only a few applications of elastic FWI have been presented in the literature recently. In
the early applications, Crase et al. (1990, 1992) applied elastic FWI to real land and marine
143
EXEMPLES SYNTHE´TIQUES
reflection data using limited offsets. In this framework, the FWI was applied as quantitative
migration processing for imaging P and S impedances. With the benefit provided by wide-
aperture data to build the large and intermediate wavelengths of the subsurface recognized by
Mora (1987, 1988), acoustic and elastic FWI evolved as an attempt to build high resolution ve-
locity models. Shipp & Singh (2002) performed 2D time-domain FWI of a small wide-aperture
marine data subset recorded by a long streamer (12-km long). Although the forward problem
was solved using the elastic wave equation, only the VP parameter was reconstructed during
FWI, assuming an empirical relationship between VP and VS and between VP and density. They
designed a hierarchical multi-step approach based on layer-stripping, and offset and time windo-
wing, where the aim was to mitigate the non-linearity of the inverse problem. Sears et al. (2008)
designed a similar multi-step strategy to perform elastic time-domain FWI of multi-component
ocean-bottom-cable data. Their strategy, was based on selection of data component, parameter
class and arrival type (by time windowing), and it revealed itself especially useful when the
amount of P-to-S conversion was small at the sea bottom, which makes the reconstruction of
the VS model particularly ill-posed. Choi & Shin (2008) and Choi et al. (2008) applied elas-
tic frequency-domain FWI to onshore and offshore versions of the synthetic Marmousi2 model
(Martin et al., 2006), respectively. They successfully imaged the model using a velocity-gradient
starting model and a very low starting frequency (0.16 Hz). Shi et al. (2007) applied elastic
time-domain FWI to marine data collected from a gas field in western China. They success-
fully imaged a zone of Poisson-ratio anomalies associated with gas layers. Accurate starting VP
and VS models were built from the P-wave and P-SV-wave velocity analysis and from a priori
information of several well logs along the profile. Gelis et al. (2007) implemented a 2D elastic
frequency-domain FWI using the Born and the Rytov approximations for the linearization of
the inverse problem. They highlighted the dramatic footprint of the surface waves on the ima-
ging of small inclusions in homogeneous background models. To mitigate this footprint, they
only involved body waves during the early stages of the inversion, by only selecting short-offset
traces.
The present study presents a 2D massively parallel elastic frequency-domain FWI algorithm
based on a discontinuous Galerkin (DG) forward problem (Brossier et al., 2008), and its ap-
plication to a realistic synthetic onshore case study. The aim of this application was to assess
whether surface waves and body waves recorded by wide-aperture acquisition geometries can
be jointly inverted to build high resolution VP and VS of complex onshore structures. We imple-
ment FWI in the frequency domain, which presents some distinct advantages with respect to
the time-domain formulation (Pratt & Worthington, 1990; Pratt, 1999; Sirgue & Pratt, 2004).
The inverse problem can be solved with a local optimization approach using either a conjugate
gradient or a quasi-Newton method (Nocedal & Wright, 1999). The gradient of the objective
function is computed with the adjoint-state technique (Plessix, 2006). Successive inversions of
increasing frequency provide a natural framework for multiscale imaging algorithms. Moreover,
by sacrificing the data redundancy of multifold acquisitions, the inversion of a limited number of
frequencies can be enough to build reliable velocity models, provided the acquisition geometry
spans over sufficiently long offsets. This limited number of frequencies can be efficiently mode-
led in the 2D case for multiple shots once the impedance matrix that results from discretization
of the frequency-domain wave equation has been factorized through a LU decomposition (Mar-
furt, 1984; Nihei & Li, 2007). Finally, attenuation can be implemented in the forward problem
in a straightforward way, and without extra computational cost, by using complex velocities.
The main drawback of the frequency-domain FWI formulation arises from the difficulty of time
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windowing of the modeled data when inverting one or a few sparsely sampled frequencies at a
time. Time windowing allows a selection of specific arrivals to be included in the various stages
of the inversion. A last resort is the use of complex-valued frequencies, which damp arrivals
starting at a given traveltime (Shin et al., 2002).
In the next section of the present study, we briefly review the theory of frequency-domain
elastic full-wavefield modeling and inversion. In the following section, we review several mul-
tiscale strategies to mitigate the non-linearity of the elastic inverse problem. These strategies
involve two nested levels of hierarchy over frequencies and aperture angles in the inversion algo-
rithm. The effectiveness of these strategies is first illustrated with a simple two-parameter elastic
problem with a free surface. Then we have applied the elastic frequency-domain FWI algorithm
to a realistic synthetic example, for the reconstruction of a dip section of the SEG/EAGE Over-
thrust model, assuming a constant Poisson ratio. The results of the different analyses show that
simultaneous inversions of multiple frequencies and data preconditioning by time damping are
critical to obtain reliable results when surface waves propagating in a heterogeneous near-
surface are present in the elastic wavefield. We will also illustrate the improvements provided
by quasi-Newton algorithms, compared to more conventional conjugate-gradient approaches.
4.1.3 Method and algorithm
4.1.3.1 Forward problem
Two-dimensional elastic frequency-domain FWI requires computation of the frequency so-
lution of the elastic P-SV equations in heterogeneous media. We present a short review of the
P0 DG method used in this study. The reader is referred to Brossier et al. (2008) for more
details.
We consider the first-order hyperbolic system where both particle velocities (Vx,Vz) and
stresses (σxx,σzz,σxz) are unknown quantities, as described by the system :
− iωVx = 1
ρ(x)
{∂σxx
∂x
+
∂σxz
∂z
}
+ fx
−iωVz = 1
ρ(x)
{∂σxz
∂x
+
∂σzz
∂z
}
+ fz
−iωσxx =
(
λ(x) + 2µ(x)
)∂Vx
∂x
+ λ(x)
∂Vz
∂z
− iωσxx0
−iωσzz = λ(x)∂Vx
∂x
+
(
λ(x) + 2µ(x)
)∂Vz
∂z
− iωσzz0
−iωσxz = µ(x)
{∂Vx
∂z
+
∂Vz
∂x
}
− iωσxz0 , (4.1)
where the Lame´ coefficients that describe the medium are denoted by λ and µ, the density
by ρ, and the angular frequency by ω. Source terms are either point forces (fx, fz) or applied
stresses (σxx0 , σzz0 , σxz0). i is the purely imaginary term defined by i =
√−1. Only isotropic
media are considered in this study.
Equations (4.1) are discretized and solved with the DG method (Ka¨ser & Dumbser, 2006).
We used low-order P0 interpolation, which corresponds to piecewise constant velocity and stress
fields, and physical parameters in each cell. The DG method is applied to the weak formula-
tion of the system (4.1), and the partial derivatives are computed through numerical fluxes
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exchanged at interfaces between cells. The perfectly-matched layers (PML) method are used
for absorbing boundary conditions along the edges of the model (Berenger, 1994). An explicit
free-surface boundary condition for arbitrary complex topographies is implemented on top of
the model by canceling fluxes of normal stresses along the boundary that consist of edges of
triangles. A sufficient level of accuracy for FWI can be obtained using the DG P0 method
with ten to fifteen cells per minimum shear wavelength in regular equilateral meshes (Brossier
et al., 2008). These regular meshes will be used for the simulations presented below. Note that
extension of the DG method to higher order interpolations is required for modeling in unstruc-
tured meshes and for arbitrarily combining different interpolations during one simulation (e.g.,
Dumbser & Ka¨ser, 2006).
Discretization of equations (4.1) leads to solving the linear system :
Av = s, (4.2)
where the coefficients of the impedance matrix A, namely, the forward modeling operator,
depends on the modeled frequency and the medium properties. Vector s represents the source
term. Vector v represents the unknowns for particle velocities and stress in each cell. Note that
only the vertical and horizontal particle velocity wavefields will be inverted in this study.
4.1.3.2 Inverse Problem
FWI is an optimization problem which can be recast as a linearized least-squares pro-
blem that attempts to minimize the misfit between the recorded and the modeled wavefields
(Tarantola, 1987). The inverse problem can be formulated in the frequency domain (Pratt &
Worthington, 1990) and the associated objective function to be minimized is defined by :
C(k) = 1
2
∆d†Wd∆d =
1
2
∆d†S†dSd∆d, (4.3)
where ∆d = dobs−d(k)calc is the data misfit vector, the difference between the observed data dobs
and the modeled data d
(k)
calc computed in the model m
(k). Superscript † indicates the adjoint
(transposed conjugate) and Sd is a diagonal weighting matrix applied to the misfit vector to
scale the relative contributions of each of its components. k is the iteration number.
The gradient G(k) of the objective function is given by :
G(k) = R
{
JtWd∆d
∗
}
(4.4)
where J is the Fre´chet derivative matrix. Adjoint-state formalism allows efficient computation
of the gradient with the back-propagation technique, without explicit computation of J (Plessix,
2006). This leads to the following expression of the gradient with respect to the parameter mi
(Pratt et al., 1998; Gelis et al., 2007) :
G(k)mi = R
{
vt[
∂At
∂mi
]A−1Wd∆d∗
}
, (4.5)
which shows that the gradient can be recast as a product between the incident wavefields v and
the back-propagated wavefieldsA−1Wd∆d∗, using residuals at receiver positions as a composite
source. Therefore, only two forward problems per shot are required for gradient building. In
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equation (4.5), we exploited the reciprocity of the Green’s functions to remove the transpose
operator in the expression of the back-propagated residuals (A−1tWd∆d∗ = A−1Wd∆d∗).
The radiation pattern of the diffraction by the model parameter mi is denoted by ∂A/∂mi.
The analysis of these radiation patterns suggests that VP and VS parameterization is that
which is optimal for large diffraction angles (i.e., for wide-angle reflections), while the Ip and
Is impedances should provide a better decoupling between the two classes of parameters for
small diffraction angles (i.e., short-angle reflections) (Tarantola, 1986).
A second-order Taylor expansion of the objective function provides the perturbation model
δm, which minimizes the objective function assumed to be locally parabolic, expressed as :
B(k)δm = −G(k), (4.6)
where B(k) is the Hessian of the objective function. Due to the cost of the computation of
B(k), Newton and Gauss-Newton methods are generally not considered for realistic size pro-
blems (Pratt et al., 1998). Steepest-descent or conjugate-gradient methods preconditioned by
the diagonal terms of an approximate Hessian are more conventionally used (Pratt et al., 1998;
Operto et al., 2006). Shin et al. (2001) used the diagonal part of the pseudo-Hessian, a less com-
putationally demanding approximation of the truncated Hessian. Accounting for the Hessian
accelerates the convergence of the inversion and improves the resolution of the imaging by cor-
rectly scaling and deconvolving the gradient by geometrical amplitude and limited-bandwidth
effects.
In the following, we use a quasi-Newton method for the FWI problem. The limited-memory
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (L-BFGS) method is commonly used in numerical optimi-
zation to solve large-scale, non-linear problems (Nocedal, 1980). As indicated, L-BFGS is a
limited memory version of the BFGS method, and it appears to be one of the most robust
and efficient limited-memory quasi-Newton algorithms (Nocedal & Wright, 1999). The quasi-
Newton L-BFGS(n) method estimates curvature information contained in the Hessian matrix
from a limited number (n) of gradient difference vectors and model difference vectors associated
with the n most recent iterations (n is usually chosen between 3 and 20). The iterative process
is preconditioned by an initial guess of the Hessian, which is typically the diagonal terms of
an approximate Hessian. Using the Sherman-Morrison-Woodburry formula (Nocedal & Wright,
1999), at each iteration the L-BFGS algorithm computes an improved estimation of the inverse
H(k) of the Hessian matrix B(k). Therefore, resolution of the linear system (4.6) is avoided and
the perturbation model is directly inferred from :
δm = −H(k)G(k). (4.7)
The double-loop recursive algorithm designed by Nocedal (1980) does not explicitly build and
store H(k), but directly computes the right-hand side of equation (4.7) with additions, diffe-
rences and inner products of the vectors.
Finally, the model is updated with the perturbation vector :
m(k+1) =m(k) + αδm, (4.8)
where α denotes the step length, which minimizes the objective function. In this study, we
estimate α by parabola fitting. When the Hessian matrix is taken into account in the inversion,
perturbation models associated with each parameter class computed with equation (4.7) are
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correctly scaled with respect to each other (Nocedal & Wright, 1999). Therefore, an estimation
of only one step length α is necessary to minimize the objective function for the multi-parameter
classes.
A subspace method (Sambridge et al., 1991) has also been tested that led to similar results ;
however, this was more computationally intensive because it required extra forward problem
simulations.
4.1.3.3 Parallel implementation
The massively parallel direct solver MUMPS (Amestoy et al., 2006) is based on a multi-
frontal method (Duff & Reid, 1983) and it is used to solve the linear system that results from
the discretization of the forward problem (Equation (4.2)). Parallel LU factorization of the
A matrix allows the speeding up of the factorization by more than one order of magnitude,
compared to sequential execution. Moreover, LU factors are stored in a distributed form over
the in-core memory of the processors (Sourbier et al., 2009b), making this quite efficient for
solving larger problems without intensive I/O resources. After the substitution phase, the mul-
tiple solutions are distributed over the processors following the domain decomposition driven
by the distribution of the LU factors. Equation (4.5) shows that the gradient computation
is a weighted product of the forward problem solutions ; namely, the incident wavefields and
the back-propagated residual wavefields. This product can be performed easily in parallel by
assigning one processor to each subdomain. To improve the load balancing over the processors,
MUMPS-distributed solutions are re-ordered with message passing interface (MPI) point-to-
point communications before gradient computation, using a well-balanced mesh partitioning
that is performed with METIS software (Karypis & Kumar, 1999). The gradient and the initial
estimation of Hessian are therefore efficiently computed in parallel, before being centralized on
the master processor for perturbation-model building.
4.1.4 Full-waveform inversion data preconditioning and multiscale strategies
CPU-efficient frequency-domain FWI is generally carried out by successive inversions of
single frequencies, by proceeding from the low frequencies to the higher ones (Pratt & Wor-
thington, 1990; Sirgue & Pratt, 2004). This defines a multiresolution framework that helps
mitigation of the non-linearity of the inverse problem associated with high frequency cycle-
skipping artifacts. CPU-efficient algorithms can be designed by selecting a few coarsely sam-
pled frequencies such that the wavenumber redundancy that results from dense sampling of
frequencies and aperture angles is decimated. This strategy, which is referred to as the sequen-
tial inversion approach in the following, has proven to be effective for several applications of
acoustic FWI (Ravaut et al., 2004; Operto et al., 2006; Brenders & Pratt, 2007a). However, it
might lack robustness when complex wave phenomena are present. For example, reconstruction
of a low velocity layer in the Overthrust model was improved when several frequencies were
inverted simultaneously, rather than successively, during acoustic FWI (Sourbier et al., 2009b).
More significant wave propagation effects are expected in elastic FWI because of conversions,
dispersive surface waves, and frequency-dependent attenuation.
More robust, but more computationally expensive, multiscale FWI schemes should be desi-
gned by partially preserving the redundancy of multifold seismic data. The first scheme, referred
to as the Bunks approach in the following, is an adaptation in the frequency domain of the
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time-domain approach of Bunks et al. (1995). It consists of successive inversions of overlap-
ping frequency groups. The first group contains only the starting frequency, and one higher
frequency is added from one group to the next. The second approach, which is referred to
as the simultaneous inversion approach in the following, consists of successive inversions of
slightly overlapping frequency groups. The main difference from the Bunks approach is that
several frequencies are simultaneously inverted at each inversion stage, and that overlapping
between two next-frequency groups is minimized. Definition of the frequency bandwidth of
each group should be driven by the best compromise between the need to avoid high frequency
cycle-skipping artifacts, and the need to simultaneously invert as many frequencies as possible
to stabilize the inversion.
Non-linearity of FWI can also be efficiently mitigated by selecting a subset of specific arrivals
(i.e., early arrivals, reflected phases) in the data by time windowing (e.g., Sheng et al., 2006;
Sears et al., 2008). Frequency-domain wave modeling is not as flexible as the time-domain
system for the preconditioning of the data by time windowing, since a limited number of
frequencies is conventionally processed at a given step of the inversion. Data preconditioning
can, however, be applied in the frequency domain by means of complex frequencies (ω + iγ),
which is equivalent to damp seismograms in the time domain (Shin et al., 2002; Brenders &
Pratt, 2007b). The Fourier transform of a signal f(t) damped in time by exp−γ(t−t0) is given
by :
F (ω + iγ)expγt0 =
∫ +∞
−∞
f(t)exp−γ(t−t0)exp−iωtdt, (4.9)
where the damping can be applied from an arbitrarily arrival time t0, which usually corresponds
to the first-arrival time.
Time damping applied from the first-arrival time can be viewed as a heuristic way to
select aperture angles of P-waves in the data. Arrivals located in time close to the first-arrival
times correspond to wide-aperture P-wave events, while the later arriving phase from the first-
arrival traveltime corresponds to shorter aperture P-wave events and converted waves. Since
aperture angle is an additional parameter to frequency in the control of the spatial resolution
of FWI (Miller et al., 1987; Wu & Tokso¨z, 1987; Sirgue & Pratt, 2004), aperture selection can
be exploited to implement a second level of hierarchy in FWI in addition to that naturally
introduced by frequency selection. Another benefit expected from complex-valued frequencies
is the damping during the early FWI iterations of converted P-S waves, free-surface multiples
and surface waves, which introduces additional non-linearities into the inversion. In practice,
this second level of hierarchy can be implemented by progressively relaxing the time damping
during each frequency-group inversion. Note that when complex-valued frequencies are used
in FWI, the amplitude term expγt0 must be introduced in the weighting matrix Sd (equation
(4.3)) to apply the same damping to the partial derivative wavefields and to the data residuals,
which are cross-correlated during gradient building.
We designed the elastic frequency-domain FWI algorithm such that each of the above-
mentioned strategies can be easily tested. The FWI algorithm implements the two above-
mentioned nested hierarchical levels through an outer loop over the frequency groups and an
inner loop over the damping terms (i.e., the imaginary part of the complex-valued frequencies).
Here, we should note that a frequency group is a set of real frequencies that are simultaneously
inverted. A third loop is over inversion iteration, and a fourth is over the frequencies of the
group. An updated model is produced after one iteration of the inversion involving one frequency
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Algorithm 4.1 Two-level hierarchical FWI
1: for frequency group = group 1 to group n do
2: for data damping = highdamping to lowdamping do
3: while (NOT convergence AND iter < nitermax) do
4: for frequency = frequency 1 to frequency n do
5: Propagate wavefields from sources
6: Compute Residuals ∆d and Cost function C(k)m
7: Backpropagate Residuals from receivers
8: end for
9: Build gradient vector G(k)m
10: if iter = 1 then
11: Compute diagonal of Pseudo-Hessian
12: end if
13: Compute perturbation vector δm with Quasi-Newton L-BFGS method
14: Define optimal step length α by parabola fitting
15: Update model m(k+1) =m(k) + αδm
16: end while
17: end for
18: end for
group and one damping term. The major steps of the frequency-domain FWI algorithm can be
summarized in algorithm 4.1.
4.1.5 Application to a canonical model
FWI is an ill-posed, non-linear problem even for apparently simple models involving few
parameters. Mulder & Plessix (2008) illustrated analytically the non-linearity of 3D acoustic
FWI with a 1D velocity gradient model defined by two parameters. The objective function
showed multiple local minima around the true global minimum. We consider here a similar
two-parameter problem for a 2D elastic model with a free surface on top of it.
A 1D VP gradient model defined by VP (z) = V0 + ηz is considered, where V0 is the P-wave
velocity at the surface and η is the vertical velocity gradient. The S-wave velocity is inferred
from the P-wave velocity by considering a constant Poisson ratio of 0.24. A vertical point-force
is located just below the free surface, and 350 receivers record horizontal and vertical particle
velocities on the free surface along a 17-km-long profile.
The objective function is plotted as a function of V0 and η for the 5.8 Hz frequency in
Figure 4.1a. The global minimum is located at the coordinates of the true model (V0 =4 km/s,
η =0.35 s−1). Cross sections along the η axis for V0 =4 km/s and along the V0 axis for η =0.35
s−1 show the non-convex shape of the objective function (Figure 4.1). Multiple local minima
are present, particularly on the η section, even for this simple gradient model and the low
frequency content in the data.
We repeated the same simulations for damped data using γ = 3.33 (equation (4.9)). Using
this data preconditioning, the objective function is now convex (Figures 4.1b and 4.1c). The
convex shape of the objective function should ensure the convergence of the inversion towards
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Figure 4.1 – Objective function as a function of the two model parameters for a) full data
set and b) damped data set. c) Cross-sections of maps shown above for V0=4 km/s. The solid
line and the dashed line correspond to the full data-set and the damped data-set, respectively.
d) Cross-sections of maps shown above for η=0.35 s−1. The solid line and the dashed line
correspond to the full data-set and the damped data set respectively.
the global minimum of the objective function for all of the starting models sampled in Figure
4.1.
4.1.6 Onshore synthetic case study
4.1.6.1 SEG/EAGE Overthrust model and experimental setup
We considered a 20 km × 4.65 km dip section of the SEG/EAGE Overthrust model to
assess the potential of 2D elastic frequency-domain FWI for imaging complex onshore structures
(Aminzadeh et al., 1997)(Figure 4.2a). The Overthrust model was a 20 km × 20 km × 4.65
km 3D acoustic model that represents an onshore complex thrusted sedimentary succession
constructed on top of a basement block. Several faults and channels were present in the model,
as well as a complex weathering zone on the surface. For elastic FWI, a VS model was built
from the VP model using a constant Poisson ratio of 0.24. A uniform density of 1000 kg.m
−3
was considered and assumed to be known during the inversion. A free surface was set on top
of the model.
The onshore, wide aperture survey consisted of 199 explosive sources spaced every 100 m
and located 25 m below the free surface. All of the shots were recorded by 198 vertical and
horizontal geophones, which were spaced every 100 m on the surface. The vertical and horizontal
components of particle velocity were used as the dataset for the elastic FWI. The data were
computed with the same algorithm for both observed and computed data in inversion. The
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Figure 4.2 – a) Dip section of the synthetic SEG/EAGE Overthrust model. P-wave velocity
is depicted. b) Starting model used for elastic FWI.
source signature was assumed to be known in FWI. An elastic shot gather is shown in Figure
4.3(a-b) for the horizontal and vertical components of particle velocity. The corresponding shot
gather computed when an absorbing boundary condition is set on top of the model is shown
for comparison in Figure 4.3(c-d), to highlight the additional wave complexities introduced
by free-surface effects (i.e., surface waves and body-wave reflexion from the free surface). Of
note, the high amplitudes of the surface waves dominate the wavefield especially on the vertical
component (Figure 4.3(a-b)). Starting VP and VS models for FWI were computed by smoothing
the true velocity models with a 2D Gaussian function of vertical and horizontal correlation
ranges of 500 m (Figure 4.2b). This starting model was proven to be accurate enough to image
the Overthrust model by 2D acoustic frequency-domain FWI using a realistic starting frequency
of 3.5 Hz (Sourbier et al., 2009b). For elastic inversions presented hereafter, we used a lower
starting frequency of 1.7 Hz. Using a starting frequency of 3.5 Hz for elastic FWI led to a
deficit of long wavelengths in the VS models, which made the inversion converge towards a
local minimum.
The different behavior of acoustic and elastic FWI for the Overthrust case study highlights
the increased sensitivity of elastic FWI with respect to the limited accuracy of the starting
models. Five discrete frequencies (1.7, 2.5, 3.5, 4.7 and 7.2 Hz) were used for the elastic FWI.
This frequency sampling should allow continuous sampling of the wavenumber spectrum ac-
cording to the criterion of Sirgue & Pratt (2004). In the following, we shall consider the three
different strategies to manage frequencies described in the section“Full-waveform inversion data
preconditioning and multiscale strategies” : successive inversion of single frequencies, succes-
sive inversion of frequency groups of increasing bandwidth, and successive inversion of slightly
overlapping frequency groups. For each frequency group, the inversion is subdivided into two
steps. In the first step, no offset-dependent gain was applied to the data. Although we scale the
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Figure 4.3 – Seismograms computed in Overthrust model for (a) horizontal and (b) vertical
components of particle velocity. The shot is located at a horizontal distance of 3 km. A free-
surface was set on top of the model. (c-d) As for Figure 4.3(a-b), except that an absorbing
boundary condition was implemented on top of the model.
gradient by the diagonal terms of the Hessian, we observed some lack of reconstruction in the
deep part of the model, suggesting that the near-offset traces have a dominant contribution in
the objective function. This layer-stripping effect may provide additional regularization of the
inversion, in addition to that provided by the frequency and aperture angle selections. In the
second step, we applied a quadratic gain with offset to the data, to strengthen the contribution
of long-offset data in the inversion, and hence to improve the imaging of the deeper part of the
model.
During the two-step inversion, the coefficients of the diagonal weighting operator Sd were
respectively given by :
Sd = exp
γt0
Sd = exp
γt0 |offset|2, (4.10)
with the reminder that the coefficients expγt0 account for the offset-dependent time damping ;
equation (4.9). For all of the tests presented below, except for the first, we used five damping
factors per frequency to precondition the data (γ = 1.5, 1.0, 0.5, 0.1, 0.033). A shot gather
computed for the first four damping factors is shown in Figure 4.4, to illustrate the amount
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Figure 4.4 – Seismograms for vertical component of particle velocity computed in the dip
section of the Overthrust model using four values of imaginary frequency. a) γ = 1.5 s−1, b)
γ = 1.0 s−1, c) γ = 0.5 s−1, d) γ = 0.1 s−1. Time-damping was applied from the first-arrival
traveltime to preserve long-offset information.
of information preserved in the data. Note how the high damping limits the offset range over
which surface waves are seen. Inversion was also regularized by Gaussian smoothing of the
perturbation model, the aim of which was to cancel high frequency artifacts in the gradient.
The diagonal terms of the pseudo-Hessian matrix (Shin et al., 2001) provided an initial guess of
the Hessian for the L-BFGS algorithm without introducing extra computational costs during
gradient building. Five differences of gradients and models vectors were used for the L-BFGS
algorithm. The model parameters for inversion were VP and VS , which are suitable for wide
aperture acquisition geometries (Tarantola, 1986). The loop over the inversion iteration of one
complex-valued frequency group was stopped when a maximum iteration number of 45 was
reached or when the convergence criterion was reached (relative decrease of two successive cost
functions lower than 5.10−5). The schedule of the frequencies and damping terms used in the
sequential approach, the Bunks approach and the simultaneous approach are outlined in Table
4.1.
In the following, we shall quantify the data misfit for each test with the normalized misfit
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Table 4.1 – Inversion parameters for the sequential, Bunks, and simultaneous approaches. FG :
frequency group number ; F (Hz) : frequencies within a frequency group ; γ (1/s) : damping
factors (imaginary part of frequency).
FG Sequential - F(Hz) Bunks - F(Hz) Simultaneous - F(Hz) γ (1/s)
1 1.7 1.7 1.7, 2.5, 3.5 1.5, 1, 0.5, 0.1, 0.033
2 2.5 1.7, 2.5 3.5, 4.7, 7.2 1.5, 1, 0.5, 0.1, 0.033
3 3.5 1.7, 2.5, 3.5 1.5, 1, 0.5, 0.1, 0.033
4 4.7 1.7, 2.5, 3.5, 4.7 1.5, 1, 0.5, 0.1, 0.033
5 7.2 1.7, 2.5, 3.5, 4.7, 7.2 1.5, 1, 0.5, 0.1, 0.033
Table 4.2 – Final L2 misfit and model quality mq for the different reconstructed models. Seq :
Sequential approach ; Bunks : Bunks approach ; Sim : Simultaneous approach ; without FS :
Sequential approach without free-surface effects ; PCG : Sequential approach computed with
PCG optimization.
Test Data misfit C¯ VP mq VS mq
Seq 4.12 10−1 5.54 10−2 6.47 10−2
Bunks 1.54 10−1 5.22 10−2 5.33 10−2
Sim 1.46 10−1 5.03 10−2 5.39 10−2
Without FS 9.03 10−2 4.09 10−2 3.89 10−2
PCG 6.71 10−1 5.56 10−2 6.89 10−2
C¯, defined by :
C¯ =
∑5
i=1 ‖∆di(mf )‖2∑5
i=1 ‖∆di(m0)‖2
(4.11)
where ∆di(mf ) denotes the data misfit vector for the i
th frequency and for the final FWI model
mf , and m0 denotes the starting model shown in Figure 4.2b.
The FWI model quality will be quantified by :
mq =
1
N
∥∥∥∥mf −mtruemtrue
∥∥∥∥
2
(4.12)
where mtrue denotes the exact model either for VP or VS , and N is the number of grid points
in the computational domain. The normalized misfit and the model quality for the different
tests presented hereafter are outlined in Table 4.2.
4.1.6.2 Raw data inversion
A first inversion test was performed without data damping (i.e., without using complex-
valued frequencies), which implies that all of the arrivals were involved in the inversion. The five
frequencies (Table 4.1) were successively inverted with the sequential approach. The FWI VP
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Figure 4.5 – Sequential inversion of raw data - (a) VP and (b) VS models after frequency of
7.2 Hz.
and VS models after inversion are shown in Figure 4.5. The inversion clearly failed to converge
towards the true models for both of the VP and VS parameters, even at low frequencies.
4.1.6.3 Successive single-frequency inversions of damped data
We repeated the previous experiment, except that the five damping terms (γ = 1.5, 1.0,
0.5, 0.1, 0.033) were used to stabilize the inversion (Table 4.1). The final FWI VP and VS
models are shown in Figure 4.6. Contrary to the previous experiment, most of the layers were
now successfully reconstructed. Comparison between 1D vertical profiles extracted from the
true model, the starting model and the FWI models shows a reliable estimate of velocity
amplitudes despite a low maximum frequency of 7.2 Hz (Figure 4.7). To take into account
the limited bandwidth effect of the source in the FWI model appraisal, we also plotted the
vertical profiles of the true models after low-pass filtering at the theoretical resolution of FWI
for a maximum frequency of 7.2 Hz : the true models were converted from depth to time using
the velocities of the starting model, and low-pass filtered with a cut-off frequency of 7 Hz,
before conversion back to the depth domain. We noted that the VS model is more affected by
spurious artifacts than the VP model, especially in the deep part of the model. This may be
due to a deficit of small wavenumbers in the VS models, resulting from the shorter propagated
wavelengths, which makes the reconstruction of the VS parameter more non-linear. Secondly,
we saw some inaccuracies in the reconstruction of both the VP and VS parameters in the
shallowest parts of the models (Figure 4.7). The resulting residuals of the surface waves and
reflections from the free surface may have been erroneously back-projected in the deeper part
of the model, leading to the above-mentioned noise (Figure 4.8). The final normalized L2 misfit
computed for the five frequencies was 4.12 10−1. The VP and VS model qualities are 5.54 10−2
and 6.47 10−2, respectively.
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Figure 4.6 – Sequential inversion of damped data - (a) VP and (b) VS models after inversion.
The L-BFGS algorithm was used for optimization. Five frequency components were inverted
successively. Five damping coefficients were successively used for data preconditioning during
each mono-frequency inversion.
4.1.6.4 Full-waveform inversion without free-surface effects
To assess the footprint of surface waves and free-surface reflections on elastic FWI, we
inverted the data computed in the Overthrust model with an absorbing boundary condition on
top of it, instead of a free surface. The same inversion process was used as in the previous section
(sequential approach with damped data). The final FWI VP and VS models were very close to
the low-pass filtered versions of the true models, and they were not affected by any spurious
artifacts (Figure 4.9). The VP and VS model qualities are 4.09 10
−2 and 3.89 10−2, respectively.
Comparison with the previous results (Figure 4.6) illustrates the substantial increase of non-
linearity introduced by surface waves and free-surface reflections in elastic FWI.
4.1.6.5 Simultaneous multi-frequency inversion of damped data
We now investigated the influence of simultaneous multiple-frequency inversion strategies
for FWI improvement. We first considered the Bunks approach for FWI. The different frequency
groups and damping terms are outlined in Table 4.1. Each mono-frequency dataset belonging
to a frequency group was computed with a unit Dirac source wavelet, which implies that each
frequency of a group has a similar weight in the inversion. This is equivalent to inversion of
deconvolved data (i.e., data with a flat amplitude spectrum).
The final FWI VP and VS models shown in Figure 4.10 are slightly improved compared to
those of the sequential approach (Figure 4.6). The improvements are more obvious on the ver-
tical profiles of the final FWI models (Figure 4.11). Near-surface instabilities in the VP and VS
models were mitigated, although not fully removed, and the estimations of the velocity ampli-
tudes were improved in most parts of the model (compare Figures 4.7 and 4.11). Mitigation of
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Figure 4.7 – Sequential inversion of damped data - Vertical profiles for the VP (a-b) and VS
(c-d) parameters. Profiles (a)-(c) and (b)-(d) are at horizontal distances of 7.5 km and 14 km
respectively. Profiles of the starting and the true models are plotted with dashed gray lines and
solid black lines, respectively. A low-pass filtered version of the true model at the theoretical
resolution of FWI is plotted with a dashed black line for comparison with the FWI results. The
profiles of the FWI models of Figure 4.6 are plotted with solid gray lines.
the near-surface instabilities translated into a significant misfit reduction for the surface waves
and free-surface reflections (Figure 4.12). The final normalized L2 misfit decreased in this case
to 1.54 10−1. The VP and VS qualities are 5.22 10−2 and 5.33 10−2, respectively.
In a second step, we considered the simultaneous approach implemented by successive in-
versions of two overlapping frequency groups (Table 4.1). The frequency bandwidth of each
group was chosen such that cycle-skipping artifacts were avoided. For example, we tried to
simultaneously invert the five frequencies listed in Table 4.1. In this case, the inversion failed
to converge towards acceptable models. Note that the computational cost of the simultaneous
approach is similar to that of the sequential one if the same convergence rate for the two
approaches is assumed. The total number of iterations in the simultaneous approach is less
important, because the iterations are performed over fewer frequency groups at the expense of
more factorization and substitution phases per frequency group. The extra cost of the simul-
taneous approach is only due to the overlap between the frequency groups.
The final FWI VP and VS velocity models shown in Figure 4.13 were improved with res-
pect to the velocity models produced by the sequential approach (Figure 4.6) and the Bunks
approach (Figure 4.10), especially for the VS velocity model in the thrust zone. The vertical
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Figure 4.8 – Sequential inversion of damped data - Seismograms computed in the FWI models
of Figure 4.6 for shot located at a horizontal distance of 3 km. a) Horizontal component. b)
Vertical component. (c-d) Residuals between seismograms computed in the true VP and VS
models (Figure 4.3a) and in the FWI models of Figure 4.6. c) Vertical component. d) Horizontal
component.
profiles extracted from the final FWI models do not show near-surface instabilities anymore
(Figure 4.14), which allowed a significant data misfit reduction for the surface waves and free-
surface reflections (Figure 4.15). A significant misfit reduction of the wide aperture arrivals
recorded at large offsets was also seen. The final L2 misfit is 1.46 10−1. The VP and VS model
qualities are 5.03 10−2 and 5.39 10−2, respectively. We note, however, slightly underestimated
velocity amplitudes in the deep part of the VP and VS models at the thrust location (see below
3 km depth in Figure 4.14a, c). We attribute this amplitude deficit to a slower convergence of
the simultaneous approach when compared to that of the sequential one, which results from
the fact that more information is simultaneously inverted in the simultaneous approach. The
imaging was further improved by decreasing the frequency interval by a factor of 2 within
each frequency group (five frequencies instead of three frequencies per group). This resampling
contributes to the strengthening of the spectral redundancy in the imaging. Close-ups of the
VP and VS models centered on the thrust zone show how the resolution and the signal-to-noise
ratio of the velocity models were still improved by involving more frequencies in one inversion
iteration (Figure 4.16). Note that using five frequencies instead of three in each group leads to
a factor of 5/3 in computational costs.
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Figure 4.9 – Sequential inversion without free-surface effects - (a) VP and (b) VS models. The
models can be compared with that of Figures 4.6 to assess the footprint of free-surface effects
on elastic FWI.
Figure 4.10 – Bunks inversion - (a) VP and (b) VS models obtained with the frequency-domain
adaptation of the multiscale approach of Bunks et al. (1995).
4.1.6.6 L-BFGS versus preconditioned conjugate-gradient optimizations
The sequential approach was applied using a preconditioned conjugate-gradient (PCG) al-
gorithm for numerical optimization. Preconditioning is performed by scaling the gradient by
the diagonal terms of the pseudo-Hessian matrix. The same frequencies and damping terms
were used as for the L-BFGS run based on the sequential approach (Table 4.1). The velocity
models recovered with the PCG algorithm are shown in Figure 4.17 and can be compared with
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Figure 4.11 – Same as Figure 4.7, but for the profiles extracted from the models recovered
by the Bunks approach (Figure 4.10).
the corresponding L-BFGS ones (Figure 4.6). Amplitude estimations and focusing of structures
were improved by the L-BFGS algorithm (Figure 4.18), leading to sharper models. The impro-
vements in the model resolution and the quantitative estimate of the model parameters can be
attributed to the approximate estimation of the off-diagonal terms of the Hessian performed
by the L-BFGS algorithm. These off-diagonal elements help to deconvolve the models from
limited-bandwidth effects resulting from the limited source bandwidth and the limited extent
of the acquisition geometry (e.g., Pratt et al., 1998).
Figure 4.19 shows the objective functions as a function of iteration number for the L-BFGS
and PCG algorithms. L-BFGS provides accelerated and improved convergence when compared
to PCG. The PCG convergence level (i.e., the minimum value of the objective function reached
during optimization) cannot reach that of L-BFGS because the off-diagonal information of
Hessian estimated by L-BFGS cannot be retrieved by more iterations of PCG. Note that the
final L2 misfit of PCG is 6.71 10−1, whereas that of L-BFGS is 4.12 10−1. These two issues
open promising applications of L-BFGS for computationally challenging problems, such as for
3D FWI.
4.1.6.7 Computational aspect
All of the simulations were performed on the cluster of the SIGAMM computer center,
which is composed of a 48-node cluster, with each node comprising 2 dual-core 2.4-GHz Op-
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Figure 4.12 – Same as Figure 4.8, but for seismograms computed in the FWI models recovered
by the Bunks approach (Figure 4.10).
teron processor, providing 19.2 Gflops peak performance per node. This computer has a dis-
tributed memory architecture, where each node has 8 GBytes of RAM. The interconnection
network between processors is Infiniband 4X. Twenty-four processors were used for each simu-
lation, leading to the best compromise between execution time and numerical resources used.
A single regular equilateral mesh composed of 265675 cells was designed for the simulations.
Although the mesh could have been adapted to the inverted frequency, we did not consider
this strategy here, and the mesh was kept constant whatever the inverted frequency. Table
4.3 outlines the memory requirements and computational time of the major tasks performed
by the parallel FWI algorithm. Of note, most of the memory and computational time were
dedicated to the LU factorization and substitution phases performed during the multi-source
forward problem. Computation of the gradient had a negligible computational cost, due to the
domain-decomposition parallelism. The L-BFGS algorithm required a negligible extra amount
of memory and computational time compared to a steepest-descent or PCG algorithm, sug-
gesting that this optimization scheme can be efficiently used for realistic 2D and 3D FWI
applications.
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Figure 4.13 – Simultaneous inversion - Final models obtained by successive inversion of two
overlapping frequency groups composed of three frequencies each. (a) VP model. (b) VS model.
Figure 4.14 – Same as Figure 4.7, but for the profiles extracted from the models recovered by
the simultaneous approach (Figure 4.13).
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Figure 4.15 – Same as Figure 4.8, but for seismograms computed in the FWI models recovered
by successive inversion of 2 overlapping frequency groups (Figure 4.13).
Table 4.3 – Computational cost of the main tasks performed by FWI. Time estimations were
averaged over several iterations for 24 processors.
Time for factorization (s) 21.3
MUMPS total memory for factorization (Gbytes) 4.8
Time for substitutions (199 shots) (s) 22.9
MUMPS total memory for substitution (Gbytes) 20.2
Time for gradient build up (s) 13.8
Time for L-BFGS perturbation computation (s) 1.2
Memory for L-BFGS(5) history (Mbytes) 21.2
4.1.7 Discussion
Application of elastic FWI to the Overthrust model has highlighted the strong non-linearity
of the inversion resulting from free-surface effects. The impact of these effects on FWI can
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Figure 4.16 – Comparison between FWI models obtained by successive inversion of two over-
lapping groups of frequencies (simultaneous approach) when three and five frequencies per
group are used in the inversion, respectively. The frequency bandwidth is the same for each
experiment but the frequency interval differs. a) Close-up of the true VP model after low-pass
filtering at the theoretical resolution of FWI. (c)-(e) Close-up of the FWI VP model when five
frequencies (c) and three frequencies (e) per group are used respectively. (b)-(d)-(f) Same as
(a)-(c)-(e) for the VS model.
be assessed by comparing the FWI results inferred from the data including or without the
free-surface effects (compare Figures 4.6 and 4.9). As the best models were obtained when
free-surface effects are not considered, this shows that for this case study, inversion of the
surface waves was not useful towards an improvement of the reconstruction of the near-surface
structure.
We interpret the failure of the raw-data inversion as the footprint of surface waves, the
amplitudes of which dominate the wavefield and carry no information of the deep part of the
model (Figure 4.5). Similar effects of surface waves on elastic FWI were also seen on a smaller
scale by Gelis et al. (2007). Comparison between the sequential FWI results obtained with
the raw data and the preconditioned data illustrates how the time damping helps to mitigate
the non-linearities of FWI by injecting progressively more complex wave phenomena in the
inversion (compare Figures 4.5 and 4.6).
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Figure 4.17 – FWI velocity models obtained with the PCG algorithm. a) VP parameter. b)
VS parameter. The sequential approach with five damping terms was used. The velocity models
can be compared with those recovered by the L-BFGS algorithm (Figure 4.6).
Figure 4.18 – Comparison between velocity profiles extracted from the FWI models recovered
by the L-BFGS (solid gray line) and the PCG algorithm (dashed black line). a) VP models. b)
VS models. Starting and true models are depicted with dashed gray line and solid black line,
respectively.
The further improvements obtained by simultaneous inversion of multiple frequencies com-
bined with hierarchical inversions of damped data show that preserving some wavenumber
redundancy in elastic FWI is critical to mitigate the non-linearity of the inversion associated
with the propagation of surface waves in weathered near-surface layers and free-surface re-
flections. The more stable results obtained with the simultaneous approach compared to the
Bunks approach, especially in the near-surface, suggest that several frequencies must be si-
multaneously inverted from the early stage of the inversion (compare Figures 4.10 and 4.13).
Strengthening the wavenumber redundancy by decreasing the frequency interval in each fre-
quency group further improved the imaging (Figure 4.16).
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Figure 4.19 – L-BFGS and PCG objective functions plotted as a function of iteration number
for the inversion of the complex frequencies (1.7 + i1.5) Hz and (4.7 + i1.5) Hz. The curves
associated with one frequency are normalized by the PCG objective functions at the first
iteration. Other frequencies and damping factors show similar trends.
Another factor that increased the non-linearity of elastic FWI was the short S wavelengths
that may require more accurate starting models or lower frequencies to converge towards an
acceptable model. The maximum frequency of the starting frequency group must be chosen
such that it prevents cycle-skipping artifacts that can result from the limited accuracy of the
starting S-wave velocity model. Laplace-domain waveform inversion, which has been recently
proposed as a reliable approach to build smooth initial elastic models of the subsurface (Pyun
et al., 2008b; Shin & Cha, 2008), may represent an approach to tackle the issue of building
the starting model. An alternative approach is PP-PS stereotomography (Alerini et al., 2002),
including the joint inversion of refraction and reflection traveltimes of wide-aperture data.
As mentioned above, with this case study, we were not able to illustrate the usefulness of the
surface waves for the reconstruction of the near-surface structure, since the most accurate FWI
models were inferred without involving free-surface effects in the data (Figure 4.9). Instead,
we have shown how to manage the non-linearities introduced by the surface waves, by means
of judicious data preconditioning and FWI tuning. Alternatively, the surface waves in the
recorded and modeled data can be filtered out or muted. We did not investigate this approach
at this stage because efficient filtering of the modeled surface waves in the frequency domain is
not straightforward. Note that the surface waves must be filtered out not only at the receiver
positions, but also at each position in the computational domain where they have significant
amplitudes, in order to remove their footprint from the gradient of the objective function. This
investigation still requires further work.
More realistic applications of elastic FWI in more complex models still need to be investiga-
ted. Areas of complex topography, such as foot-hills, will lead to conversions from surface waves
to body waves and vice versa, which may carry additional information on the near-surface. The
robustness of elastic FWI for imaging models with heterogeneous Poisson ratios is a second
field of investigation, especially in areas of soft seabed where the P-S-converted wavefield may
have a limited signature in the data (Sears et al., 2008). In the present study, we inverted data
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computed with a constant density that was assumed to be known. For real data inversion, es-
timation of the density is required for a more reliable amplitude match. Reliable estimation of
the density by FWI is difficult, because the P-wave velocity and density have similar radiation
patterns at short apertures (Forgues & Lambare´, 1997). The benefit provided by wide apertures
to uncouple these two parameters needs to be investigated. Other extensions of isotropic elas-
tic FWI may relate to reconstruction of attenuation factors and some anisotropic parameters.
Vertical transversely isotropic elastic FWI should be easily implemented from isotropic elastic
FWI, since only the expression of the coefficients of the P-SV elastodynamic system need to
be modified compared to the isotropic case (e.g., Carcione et al., 1988).
Application of 2D elastic FWI to real data will require additional data preprocessing that
was not addressed in this study, such as source estimation (Pratt, 1999) and 3D to 2D amplitude
corrections (Bleinstein, 1986; Williamson & Pratt, 1995). The sensitivity of the elastic FWI to
the approximations and errors underlying this processing will need to be determined.
4.1.8 Conclusion
This study presents a new massively parallel 2D elastic frequency-domain FWI algorithm,
with an application to a dip section of the SEG/EAGE onshore Overthrust model. Strong
non-linearities of elastic FWI arise both from the presence of converted and surface waves, and
from the limited accuracy of the VS starting model. These two factors prevent convergence
of FWI on the global minimum of the objective function if no specific preconditioning is ap-
plied to the data and no low starting frequency is available. Data preconditioning performed
by time damping is necessary to converge towards acceptable velocity models, whatever the
frequency sampling strategy is. Secondly, successive inversions of overlapping frequency groups
out-perform successive inversions of single frequencies for the removal of instabilities in the
near-surface of the FWI models. The bandwidth of the frequency groups must be chosen such
that cycle-skipping artifacts are avoided, while injecting a maximum amount of redundant in-
formation into the frequency groups. The quasi-Newton algorithm of L-BFGS outperforms the
most popular preconditioned conjugate-gradient algorithm in terms of convergence rate and
convergence level, without significant extra computational costs, and hence is shown to be very
useful for this application.
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4.1.9 Test comple´mentaire : combien de composantes sont ne´cessaires ?
Les tests pre´sente´s pre´ce´demment conside`rent une inversion multiparame`tres de donne´es
de ge´ophone multicomposantes. Pour l’imagerie des parame`tres e´lastiques par inversion des
formes d’ondes avec un proble`me direct calcule´ par une approche asymptotique, Jin et al. (1992)
concluaient qu’en milieu marin, pour des acquisitions a` courts offsets, deux composantes sont
ne´cessaires pour l’imagerie multiparame`tres de IP et IS . Cette conclusion est base´e sur l’hy-
pothe`se que seules les phases P-P sont enregistre´es a` court offset dans une acquisition marine
monocomposante. L’inversion d’une seule composante enregistrant uniquement des conversions
P-P ne permet donc pas de contraindre l’inversion de deux parame`tres. Le nombre de compo-
santes est un crite`re primordial dans la conception d’une acquisition sismique, aussi bien d’un
point de vue e´conomique que logistique.
A partir du cas terrestre pre´ce´demment utilise´, j’essaye de donner quelques e´le´ments de
re´ponse au nombre de composantes ne´cessaires dans le contexte d’acquisition terrestre. Je
reprends la configuration optimale utilise´e dans les tests multicomposantes pre´ce´dents, c’est a`
dire base´e sur l’inversion simultane´e de groupes de fre´quences avec recouvrement entre groupes,
et en utilisant des donne´es pre´conditionne´es. Les tests sont conduits en utilisant uniquement
la composante verticale, ge´ne´ralement utilise´e dans les acquisitions monocomposante.
Un premier test reprend le cas de 5 fre´quences inverse´es en deux groupes de trois fre´quences :
(1.7, 2.0, 3.5) et (3.5, 4.8, 7.2) Hz. La Figure 4.20 repre´sente les mode`les VP et VS image´s. Les
grandes structures du milieu sont bien localise´es dans les deux mode`les a` partir de la composante
verticale uniquement. Le mode`le VP ne montre pas d’artefact majeur mais souffre d’un de´ficit
d’amplitude dans la reconstruction, compare´ au test a` deux composantes (cf. Figures 4.13 et
4.14). Le mode`le VS , plus difficile a` imager a` cause de sa forte sensibilite´, montre plus d’artefacts,
en particulier dans la zone de chevauchement et dans la partie profonde avec la` encore un de´ficit
d’amplitude (Figure 4.21).
Un deuxie`me test vise a` inverser plus de fre´quences simultane´ment afin de compenser le
de´ficit de donne´es de la composante horizontale par une redondance de la composante verticale.
La Figure 4.22 montre un test d’inversion de 17 fre´quences re´parties en deux groupes : (1.7,
1.8, 2.0, 2.3, 2.5, 2.7, 3.0, 3.2, 3.5) et (3.5, 3.8, 4.1, 4.4, 4.8, 5.2, 6.0, 6.5, 7.2) Hz. Ces deux
groupes reprennent les meˆmes bornes infe´rieures et supe´rieures que le cas pre´ce´dant afin de
pouvoir comparer l’influence de l’ajout de fre´quences interme´diaires, sans modifier les bornes du
spectre de nombres d’onde image´s. Les re´sultats montrent d’une part que l’ajout d’information
redondante par l’inversion de fre´quences multiples permet de mieux contraindre l’inversion,
sans artefacts majeurs dans les deux mode`les. Cependant, les amplitudes des vitesses restent
encore sous-estime´es par rapport au test a` deux composantes, malgre´ la redondance apporte´e
par le nombre conse´quent de fre´quences prises en compte (Figure 4.23).
Ces tests illustrent, pour un cas terrestre dans lequel les deux parame`tres de vitesse VP
et VS ont de fortes signatures dans les donne´es des deux ge´ophones, que l’inversion de la
donne´es verticale seule permet de reconstruire le milieu pour les deux parame`tres de vitesse.
La configuration d’acquisition utilise´e et la conclusion sont diffe´rentes de celles de Jin et al.
(1992). Notons que l’information de la composante horizontale manquante dans l’inversion
ne´cessite de prendre une densite´ de fre´quences inverse´es plus importante afin de minimiser
les artefacts de reconstruction, au de´triment du couˆt de calcul. De plus, les amplitudes des
structures image´es restent sous-e´value´es par rapport aux re´sultats pre´ce´dents, et montrent la
comple´mentarite´ des informations contenues dans les deux composantes.
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Figure 4.20 – Mode`les Overthrust a) VP et b) VS , reconstruits apre`s inversion de donne´es
pre´conditionne´es pour groupes de 3 fre´quences. Seule la composante verticale est utilise´e.
Figure 4.21 – Coupes verticales des mode`les Overthrust image´s par inversion de 2 groupes de
3 fre´quences a` partir de la composante verticale du ge´ophone uniquement. (a)-(b) mode`le VP
et (c)-(d) mode`le VS aux distances 7.5 et 14 km. Les mode`les de de´part et les vrais mode`les
sont repre´sente´s respectivement en lignes grises pointille´es et noires continues. Le mode`le issu
de l’inversion de la donne´e de ge´ophone vertical est en gris continu tandis que la re´fe´rence a` 2
ge´ophones et 5 fre´quences (2 groupes) est en noire pointille´e.
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Figure 4.22 – Mode`les Overthrust a) VP et b) VS , reconstruits apre`s inversion de donne´es
pre´conditionne´es pour groupes de 9 fre´quences. Seule la composante verticale est utilise´e.
Figure 4.23 – Coupes verticales des mode`les Overthrust image´s par inversion de 2 groupes de
9 fre´quence a` partir de la composante verticale du ge´ophone uniquement. (a)-(b) mode`le VP
et (c)-(d) mode`le VS aux distances 7.5 et 14 km. Les mode`les de de´part et les vrais mode`les
sont repre´sente´s respectivement en lignes grises pointille´es et noires continues. Le mode`le issu
de l’inversion de la donne´e de ge´ophone vertical est en gris continu tandis que la re´fe´rence a` 2
ge´ophones et 5 fre´quences (2 groupes) est en noire pointille´e.
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4.2 Application marine : Le mode`le Valhall
Cette application a e´te´ partiellement pre´sente´e dans « Two-dimensional seismic imaging
of the Valhall model from synthetic OBC data by frequency-domain elastic full-waveform in-
version », 2009, R. Brossier, S. Operto and J. Virieux, SEG Technical Program Expanded
Abstracts (cf. annexe B.1).
4.2.1 Pre´sentation du mode`le e´lastique de Valhall
Le mode`le synthe´tique de Valhall (Figure 4.24) est repre´sentatif des champs de gaz et
pe´trole, en eau peu profonde de Mer du Nord (Munns, 1985). Le fond de mer est plat a` une
profondeur de seulement 70 m. Les cibles principales sont : le nuage gaz dans l’e´paisse couche
de se´diments et plus profonde´ment le pe´trole pie´ge´ sous le toit rocheux de l’anticlinal forme´
de craie. Le gaz est facilement identifiable dans le mode`le de vitesse VP par ses anomalies de
vitesses lentes tandis qu’il influe peu le mode`le VS , donnant de fortes anomalies du coefficient
de Poisson.
L’acquisition choisie pour les tests repre´sente l’acquisition permanente re´ellement mise en
place dans les champs : des caˆbles en fond de mer (Ocean Bottom Cable (OBC)) sont e´quipe´s
de capteurs 4-composantes (1 hydrophone, 1 ge´ophone vertical et 2 ge´ophones horizontaux)
espace´s de 50 m (Kommedal et al., 2004). 315 sources explosives sont dispose´es le long du pro-
fil, 5 m sous la surface de l’eau. Des donne´es synthe´tiques en domaine temporel sont calcule´es
pour une source localise´e a` la distance 3 km pour ce mode`le e´lastique (Figure 4.25), ainsi que
sous l’approximation acoustique (Figure 4.26). Ces donne´es sont calcule´es par un algorithme
de diffe´rences finies avec un sche´ma d’inte´gration temporelle explicite. Les donne´es montrent
clairement les ondes guide´es dans la couche d’eau pour la simulation e´lastique (associe´e a` de la
dispersion nume´rique), donnant peu d’informations sur le milieu. Cependant, la comparaison
entre simulation acoustique et e´lastique montre la tre`s faible signature du parame`tre VS dans
ce mode`le peu contraste´, avec des vitesses d’ondes S tre`s faibles dans la couche se´dimentaire
superficielle ge´ne´rant peu de conversions P-S a` l’interface eau/solide. Ce type de configura-
tion donne une inversion fortement non-line´aire et mal contrainte pour la reconstruction du
parame`tre VS faiblement repre´sente´ dans les donne´es (Sears et al., 2008).
4.2.2 Configuration de l’inversion
Pour l’inversion des formes d’ondes, des donne´es de re´fe´rence sont calcule´es dans le vrai mo-
de`le synthe´tique (Figure 4.24) par la me´thode GD en domaine fre´quentiel avec une interpolation
mixte P0-P1. Une couche de cellules non-structure´e de 160 m est calcule´e par l’interpolation P1
afin de mode´liser le contact eau/solide (Figure 3.4). Un maillage re´gulier e´quilate´ral, calcule´
avec une interpolation P0 prolonge cette couche en profondeur.
Pour le processus d’inversion, 5 fre´quences sont conside´re´es successivement (2, 3, 4, 5 et 6
Hz) et 3 coefficients d’amortissement (partie imaginaire de la fre´quence) sont applique´s pour
chacune des fre´quences (γ = 2, 0.33, 0.1). Le mode`le de de´part utilise´ (Figure 4.27) est une
version lisse´e du vrai mode`le avec une longueur de corre´lation horizontale fixe de 500 m et
une longueur de corre´lation verticale augmentant line´airement avec la profondeur de 25 m a`
1000 m. Ce mode`le de de´part pourrait repre´senter ide´alement un mode`le obtenu en combinant
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Figure 4.24 – Le mode`le synthe´tique de Valhall pour les vitesses d’ondes (a) P et (b) S. (c) le
mode`le de coefficient de Poisson associe´.
Figure 4.25 – Exemple de collection en tir commun pour une source localise´e a` la distance 3
km dans le mode`le e´lastique de Valhall, pour les composantes (a) horizontales et (b) verticales
des vitesses de de´placement, et (c) la pression hydrostatique.
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Figure 4.26 – Exemple de collection en tir commun pour une source localise´e a` la distance 3
km dans le mode`le acoustique de Valhall, pour les composantes (a) horizontales et (b) verticales
des vitesses de de´placement, et (c) la pression hydrostatique.
Figure 4.27 – Imagerie du mode`le de Valhall : mode`les de de´part (a) VP et (b) VS .
tomographie des temps d’arrive´es des ondes re´fracte´es et re´fle´chies (Prieux et al., 2009). Pour
tous les tests, la signature de la source, conside´re´e inconnue, est estime´e par inversion line´aire
(cf. partie 2.1.4).
4.2.3 Inversion acoustique de donne´es e´lastique
Comme nous l’avons remarque´ dans l’observation des donne´es, les arrive´es d’ondes P do-
minent les champs d’ondes, particulie`rement sur les composantes de l’hydrophone et du ge´o-
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Figure 4.28 – Imagerie du mode`le de Valhall : mode`le VP image´ avec l’approximation acous-
tique en utilisant la composante hydrophone du champ e´lastique.
Figure 4.29 – Imagerie du mode`le de Valhall : profils verticaux du mode`le VP image´ avec
l’approximation acoustique en utilisant la composante hydrophone du champ e´lastique. Les
courbes noires, rouges et bleues repre´sentent respectivement les mode`les vrais, de de´part et
image´s.
phone verticale, rendant ce cas d’e´tude favorable a` l’approximation acoustique pour l’inversion
(Barnes & Charara, 2008).
Un premier test d’imagerie avec l’approximation acoustique est mene´ avec l’algorithme
FWT2D (Sourbier et al., 2009a) base´ sur un moteur de proble`me direct en diffe´rences finies et
une optimisation du proble`me inverse non-line´aire par une me´thode de gradient pre´conditionne´
par les termes diagonaux du Hessien approxime´ (Operto et al., 2006). La composante hydro-
phone des donne´es e´lastiques est inverse´e sans aucun pre´traitement. Quinze ite´rations sont
effectue´es par facteur de re´gularisation conduisant a` 45 ite´rations par fre´quence. La Figure
4.28 montre le mode`le VP reconstruit par l’inversion acoustique qui n’introduit pas d’artefact
majeur dans le mode`le. Les profils verticaux (Figure 4.29) montrent la bonne qualite´ de la
reconstruction, malgre´ les basses fre´quences inverse´es.
Ce test confirme que l’approximation acoustique est envisageable dans certains cas d’en-
vironnements marins ou` les donne´es sont clairement domine´es par le parame`tre VP . Notons
que, dans un cas comme celui-ci, le mode`le obtenu par inversion acoustique pourrait servir de
mode`le de de´part pour l’inversion de parame`tres secondaires tels que VS , ou les parame`tres de
densite´ et d’atte´nuation.
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4.2.4 Inversion e´lastique hie´rarchique
L’inversion e´lastique est effectue´e avec un proble`me direct base´ sur la me´thode GD. L’algo-
rithme L-BFGS est mis en oeuvre pour l’optimisation et la diagonale du pseudo-Hessien (Shin
et al., 2001) est utilise´e comme estimation initiale du Hessien. Dix ite´rations sont effectue´es
par coefficient de re´gularisation, conduisant a` 30 ite´rations par fre´quence.
Sears et al. (2008) ont montre´, avec une inversion des formes d’ondes en domaine temporel,
que la reconstruction du mode`le VS est particulie`rement non-line´aire lorsque les mode`les de
vitesses ont de faibles contrastes, ne ge´ne´rant pas d’ondes converties P-S suffisamment e´nerge´-
tiques pour garantir des contraintes fortes pendant l’inversion. Afin de minimiser l’impact de
cette non-line´arite´, nous de´composons l’inversion e´lastique en deux phases hie´rarchiques :
1. Dans une premie`re e´tape, seul le mode`le VP est image´ a` partir de la composante hydro-
phone. Le proble`me direct est mode´lise´ avec l’approximation e´lastique mais le mode`le VS
n’est ni inverse´, ni mis a` jour. Le but de cette premie`re e´tape est de minimiser le poids
des re´sidus d’ondes P, les plus e´nerge´tiques dans les donne´es. Afin de minimiser le couˆt
de calcul, un maillage grossier adapte´ au mode`le VP est utilise´, ge´ne´rant une dispersion
des ondes S, mais sans affecter significativement l’imagerie.
2. Dans une deuxie`me e´tape, les parame`tres VP et VS sont image´s simultane´ment a` partir
des composantes horizontales et verticales des ge´ophones. Afin d’exploiter efficacement
les arrive´es P-S a` moyens et longs offsets, un gain d’amplitude croissant en fonction de
l’offset est applique´ aux donne´es par l’interme´diaire de la matrice Sd.
Les tests ont montre´ que, si les deux parame`tres sont reconstruits depuis le de´but de l’inversion
sans cette strate´gie hie´rarchique en deux e´tapes, le processus converge vers un minimum local
a` cause de l’inversion de VS tre`s mal contrainte et instable lorsque le mode`le VP n’est pas assez
pre´cis.
Les Figures 4.30 et 4.31 montrent les mode`les reconstruits avec l’approche hie´rarchique et les
profils correspondants. L’inversion permet clairement de reconstruire les structures ge´ologiques
principales comme l’anticlinal et le nuage de gaz dans les se´diments. Le mode`le VP reconstruit
est proche de celui obtenu par inversion acoustique (Figure 4.28), tout en e´tant de meilleur
qualite´ dans la partie profonde (supe´rieur a` 2.5 km). Le mode`le VS souffre d’un de´ficit des
bas nombres d’ondes, en particulier dans la zone profonde ou` le mode`le de de´part est moins
pre´cis. Malgre´ les basses fre´quences utilise´es (2 Hz), ce de´ficit est explique´ par les vitesses de
propagation d’ondes S tre`s faibles, limitant la capacite´ de l’inversion a` re´soudre les grandes
longueurs d’ondes (cf. expression (2.17) sur le pouvoir de re´solution spatiale du gradient). Ce
cas illustre la proble´matique associe´e au mode`le de de´part de VS qui doit contenir un spectre
de nombres de d’onde suffisamment large, en particulier lorsque les vitesses de propagation
sont faibles. Cependant, la partie superficielle permet d’identifier le nuage de gaz graˆce a` la
combinaison des parame`tres e´lastiques.
Notons que, dans ce cas ou` les diffe´rentes classes de parame`tres ont des empreintes contras-
te´es dans les donne´es, l’utilisation de la composante horizontale est indispensable pour la recons-
truction de VS . Les tests mene´s avec la meˆme configuration d’inversion mais sans la composante
horizontale ont re´ve´le´ une grande difficulte´ a` imager le parame`tre VS (Figure 4.32 et 4.33) qui
est tre`s peu repre´sente´ sur la composante ge´ophone vertical, malgre´ les grands offsets utilise´s.
Des tests d’inversion de groupes de fre´quences denses n’ont pas permis de compenser le de´ficit
d’information dans les donne´es sensibles au parame`tres VS . Malgre´ le dispositif grand-angle
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Figure 4.30 – Imagerie du mode`le de Valhall : mode`les (a) VP et (b) VS de l’inversion e´lastique
hie´rarchique. (c) le mode`le associe´ du coefficient de Poisson.
utilise´ dans cette e´tude, cette conclusion est en accord avec les travaux de Jin et al. (1992),
dans lesquels une inversion fonde´e sur l’utilisation exclusive des e´ve`nements P-P ne permet pas
de reconstruire IS .
4.3 Conclusion
Ce chapitre d’application a permis de mettre en e´vidence les difficulte´s lie´es a` l’inversion
multiparame`tres de donne´es e´lastiques synthe´tiques sans bruit.
D’une part, lorsque les donne´es portent une forte signature des deux parame`tres VP et VS ,
comme c’est le cas pour des applications terrestres posse´dant des structures ge´ologiques aux
vitesses de propagation tre`s contraste´es, l’inversion simultane´e des deux parame`tres est requise
de`s le de´but de l’inversion. Le pre´conditionnement des donne´es imple´mente´ avec les fre´quences
complexes permet de re´gulariser efficacement le proble`me et ainsi de converger vers le mini-
mum global de la fonction couˆt. Lorsque les donne´es posse`dent un niveau de complexite´ e´leve´
(ondes de surfaces, multiples), l’inversion simultane´e de plusieurs fre´quences permet d’appor-
ter une redondance essentielle a` la convergence du syste`me d’optimisation. A couˆt nume´rique
e´quivalent, il est donc essentiel de trouver le meilleur compromis entre quantite´ d’information
injecte´e pour une ite´ration a` travers les fre´quences multiples, tout en e´vitant le phe´nome`ne de
saut de phase duˆ a` l’utilisation de fre´quences trop e´leve´es.
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Figure 4.31 – Imagerie du mode`le de Valhall : profils verticaux des mode`les VP et VS re-
construits par inversion e´lastique hie´rarchique. Les courbes noire, rouges et bleues repre´sentent
respectivement les mode`les vrais, de de´part et image´s.
D’autre part, lorsque la signature des parame`tres dans les donne´es est ine´gale, l’inversion
hie´rarchique des diffe´rentes classes de parame`tres et de diffe´rents types d’arrive´es (ondes de
compression, ondes converties P-S) se re´ve`le ne´cessaire. Dans un premier temps, l’inversion du
parame`tre dominant permet de re´duire les re´sidus associe´s aux ondes dominantes. Dans un
second temps, l’inversion peut utiliser des phases moins significatives en terme d’e´nergie, afin
de reconstruire les parame`tres « secondaires ».
Enfin le choix du type de donne´es a` inverser se re´ve`le eˆtre de´pendant des donne´es. Lorsque
les signatures des deux mode`les de vitesses sont fortement pre´sentes dans les donne´es des
deux ge´ophones, l’utilisation de la composante verticale seule peut permettre d’imager les deux
parame`tres en sure´chantillonnant les fre´quences inverse´es par rapport au cas deux composantes.
Cependant, si la signature du parame`tre VS est moins marque´e, et se manifeste principalement
sur la composante horizontale, comme c’est le cas pour le mode`le marin Valhall, l’utilisation
des deux composantes est requise pour l’inversion des deux parame`tres, comme le concluaient
Jin et al. (1992) a` partir d’approches asymptotiques.
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Figure 4.32 – Imagerie du mode`le de Valhall : mode`les (a) VP et (b) VS de l’inversion e´lastique
hie´rarchique sans la composante de ge´ophone horizontal portant la signature de VS . Notons la
bonne reconstruction de VP mais VS reste tre`s peu modifie´ car peu repre´sente´ dans les donne´es.
Figure 4.33 – Imagerie du mode`le de Valhall : profils verticaux des mode`les VP et VS recons-
truits par inversion e´lastique hie´rarchique a` partir de la composante verticale uniquement. Les
courbes noires, rouges et bleues repre´sentent respectivement les mode`les vrais, de de´part et
image´s.
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Sensibilite´ de l’inversion au bruit
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Dans ce chapitre, nous posons le proble`me de la sensibilite´ et de la robustesse de l’inversion
des formes d’ondes en domaine fre´quentiel au bruit dans les donne´es. En effet, comme nous
l’avons vu auparavant aux chapitres 2 et 4, l’inversion en domaine fre´quentiel exploite la redon-
dance dans le domaine des nombres d’ondes image´s pour n’inverser que quelques fre´quences
discre`tes. Ces fre´quences ne repre´sentent qu’une faible quantite´ d’information, comparative-
ment au volume de donne´es disponibles. Le choix de n’inverser qu’une quantite´ limite´e de
donne´es est directement motive´ par le couˆt de calcul de l’approche qui doit eˆtre minimal. Ce-
pendant, le principe d’utiliser des donne´es de´cime´es est oppose´ aux me´thodes ge´ne´ralement
utilise´es en imagerie sismique dans lesquelles la qualite´ des images est apporte´e par la somma-
tion de donne´es fortement redondantes. Nous nous inte´ressons donc, dans un premier temps,
a` la robustesse de l’inversion des formes d’ondes en domaine fre´quentiel de donne´es synthe´-
tiques de´cime´es et bruite´es issues de milieux re´alistes. La me´thode d’imagerie « classique »
base´e sur les moindres carre´s est applique´e ainsi que des formalismes alternatifs plus robustes,
afin d’e´valuer les potentialite´s et limites des diffe´rentes approches dans le contexte controˆle´
des tests synthe´tiques. Dans un deuxie`me temps, une application sur un jeu de donne´es re´elles
pe´trolie`res de la zone de Valhall en Mer du Nord, est pre´sente´e dans le cas de l’approximation
acoustique de la propagation et de l’inversion.
SENSIBILITE´ DE L’INVERSION AU BRUIT
5.1 Quelle norme pour une inversion de formes d’ondes ro-
buste ?
Cette partie pre´sente des applications synthe´tiques d’inversion de formes d’ondes en do-
maine fre´quentiel de donne´es bruite´es. La sensibilite´ et la robustesse aux bruits de diffe´rentes
normes et crite`res de minimisation sont teste´s, afin de montrer les limites de l’approche clas-
sique base´e sur la minimisation de la norme aux moindres carre´s L2, et de montrer que des
fonctionnelles alternatives plus robustes peuvent eˆtre utilise´es. Cette partie est pre´sente´e sous
la forme d’un article accepte´ pour publication dans la revue Geophysics. Ce sujet a e´galement
fait l’objet d’une note publie´e dans la revue Geophysical Research Letters et pre´sente´e dans
l’annexe B.2.
Which data residual norm for robust elastic frequency-domain Full
Waveform Inversion ?
R. Brossier, S. Operto and J. Virieux
article accepte´ pour publication dans la revue Geophysics
5.1.1 Abstract
Elastic full-waveform inversion is an ill-posed data-fitting procedure that is sensitive to noise,
inaccuracies of the starting model, the definition of multi-parameter classes, and inaccurate
modeling of wavefield amplitudes. We have here investigated the performances of different
minimization functionals, as the least-square norm (L2), the least-absolute-values norm (L1),
and some combinations of both (the Huber and the so-called Hybrid criteria), with reference to
two noisy offshore (Valhall model) and onshore (Overthrust model) synthetic datasets. The four
minimization functionals are implemented in two-dimensional, elastic, frequency-domain full-
waveform inversion, where efficient multiscale strategies are designed by successive inversions
of a few increasing frequencies. For both the offshore and the onshore case studies, the L1 norm
provides the most reliable VP and VS models, even when strongly decimated datasets that
correspond to few frequencies are used in the inversion, and when outliers pollute the data.
The L2 norm can provide reliable results in the presence of uniform white noise for both VP
and VS if the data redundancy is increased by refining the frequency sampling interval in the
inversion, at the expense of the computational efficiency. Unlike the L2 norm, the L1 norm,
the Huber and the Hybrid criteria allow for successful imaging of VS model from noisy data
in soft-seabed environment, where the P-to-S waves have a small footprint in the data. The
Huber and the Hybrid criteria are, however, shown to be sensitive to a threshold criterion,
which controls the transition between the two criteria and which requires tedious trial-and-
error investigations for reliable estimation. The L1 norm provides a robust alternative to the
L2 norm for the inversion of decimated datasets in the framework of efficient frequency-domain
full-waveform inversion.
5.1.2 Introduction
Quantitative imaging of the Earth subsurface is essential for reservoir characterization, for
the monitoring of CO2 sequestration, and for civil engineering applications. Full-waveform in-
version (FWI) is a data-fitting procedure used to derive high-resolution quantitative models
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of the subsurface, through the exploitation of the full information content of the data (Taran-
tola, 1984). When applied in the frequency domain, computationally efficient FWI algorithms
(known as efficient frequency-domain FWI in the following) can be designed by exploiting the
redundancy of the wave-number coverage provided by wide-aperture acquisition surveys (Pratt
& Worthington, 1990; Pratt, 1999). The decimation of the wave-number redundancy can be
implemented by limiting the inversion to a few judiciously chosen discrete frequencies at the
expense of the signal-to-noise ratio of the reconstructed models (Sirgue & Pratt, 2004; Brenders
& Pratt, 2007a).
FWI potentially provides high-resolution models of the subsurface, but it suffers from two
main difficulties. The first is related to the computational cost of the forward problem ; namely,
the numerical resolution of the two-way wave equation in heterogeneous media for multiple
sources. In the frequency domain, computationally efficient approaches based on direct solvers
have been developed for two-dimensional (2D) acoustic and elastic wave propagation (Jo et al.,
1996; Hustedt et al., 2004; Stekl & Pratt, 1998; Brossier et al., 2009a). For the 3D problems, the
computational burden of the forward problem has motivated many efforts to develop efficient 3D
modeling engines for frequency-domain FWI. These have been based on direct solvers, iterative
solvers, hybrid direct/iterative solvers, and time-domain approaches (Nihei & Li, 2007; Operto
et al., 2007; Plessix, 2007; Warner et al., 2007; Sirgue et al., 2008; Sourbier et al., 2008a;
Etienne et al., 2009). The second difficulty is related to the ill-posedness and the non-linearity
of the inverse problem, which is generally formulated as a least-squares local optimization,
so as to manage the numerical cost of the forward problem (Tarantola & Valette, 1982). The
ill-posedness of FWI mainly arises from the lack of low frequencies in the source bandwidth
and the incomplete illumination of the subsurface provided by conventional seismic surveys.
Consequently, the problem is highly non-linear and the results strongly depend on the accuracy
of the starting model in the framework of local optimization and on the presence of noise. Several
hierarchical multiscale strategies that proceed from low frequencies to higher frequencies have
been proposed to mitigate the non-linearity of the inverse problem (Pratt & Worthington, 1990;
Bunks et al., 1995; Sirgue & Pratt, 2004; Brossier et al., 2009a).
The noise footprint in seismic imaging is conventionally mitigated by stacking highly re-
dundant multifold data. However, improving our understanding of the inversion sensitivity to
noise is a key issue, and in particular when the data redundancy is decimated in the frame-
work of efficient frequency-domain FWI. The least-squares objective function remains the most
commonly used criterion in FWI, although it theoretically suffers from poor robustness in the
presence of large isolated and non-Gaussian errors. Other norms can therefore be considered.
The least-absolute-values norm (L1) is not based on Gaussian statistics in the data space,
and it was introduced into time-domain FWI by Tarantola (1987); Crase et al. (1990) ; it has
been shown to be weakly sensitive to noise. Djikpe´sse´ & Tarantola (1999) used the L1 norm
successfully to invert field data from the Gulf of Mexico with time-domain FWI. Surprisingly,
this norm has been marginally used during recent applications of FWI. Pyun et al. (2009)
used a L1-like norm for frequency-domain FWI : the L1 norm is applied independently to the
real and imaginary parts of the complex-valued wavefield. The resulting functional does not
rigorously define a norm from a mathematical viewpoint, because the functional does not sa-
tisfy the scalar multiplication property of norms (||αx|| = |α| · ||x|| for complex-valued scalar
α and vector x). The violation of the norm property makes the value of the functional vary
with the phase of the residuals, when the residual amplitude is kept constant. Despite this
mathematical approximation, quite robust results were obtained. Alternative functionals, such
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as the Huber criterion (Huber, 1973; Guitton & Symes, 2003) and the Hybrid L1/L2 criterion
(Bube & Langan, 1997) can also be considered. Ha et al. (2009) applied the Huber criterion
for frequency-domain FWI and illustrated its robust behavior compared to the L2 norm when
considering a dense frequency sampling in inversion. All of these criteria behave as the L2 norm
for small residuals and as the L1 norm for large residuals, and therefore allow to overcome the
non-derivability issue of the L1 norm for null residuals. A threshold, which needs to be defined,
controls where the transition between these two different behaviors takes place, with a more
or less smooth shape depending on the criteria. These Hybrid criteria are efficient for dealing
with outliers in data. However, they assume Gaussian statistics as soon as the L2 norm is used,
leading to the difficult issue of the estimation of the threshold.
This study presents applications of 2D elastic frequency-domain FWI for imaging realistic
complex offshore and onshore structures in the presence of noisy synthetic data. A special
emphasis is put on the performance of different minimization criteria in the framework of
efficient, elastic frequency-domain FWI.
In the next section, we briefly review the theoretical aspects of different possible norms
and criteria that can be applied to frequency-domain FWI. Then we apply these objective
functions to two synthetic datasets that are contaminated by ambient, random, white noise
with and without outliers. We assess the sensitivity of the inversion to noise in the case of
decimated noisy data. We show that the L2 norm is highly sensitive to non-Gaussian errors
and requires the consideration of denser frequency sampling to improve the signal-to-noise ratio
of the model. The L1 norm shows very robust behavior, even in the case of highly decimated
data, and provides, therefore, an interesting alternative to the L2 norm for the design of efficient,
frequency-domain algorithms. Investigations of other functionals, i.e., the Huber and the Hybrid
criteria, highlight the difficulties for finding the best threshold, which will require some tedious
trial-and-error investigations.
5.1.3 Theory and algorithm
5.1.3.1 The least-squares norm
The least-squares formalism provides the most usual framework for frequency-domain FWI
(Pratt & Worthington, 1990; Pratt, 1990). The L2 functional is usually written in the following
form :
C(k)L2 =
1
2
∆d†S†dSd∆d, (5.1)
where ∆d = dobs−d(k)calc is the data misfit vector for one source and one frequency, the difference
between the observed data dobs and the modeled data d
(k)
calc computed in the model m
(k). k is
the iteration number of the non-linear iterative inversion. Superscript † indicates the adjoint
operator, and Sd is a diagonal weighting matrix that is applied to the misfit vector to scale the
relative contributions of each of its components.
Differentiation of C(k)L2 with respect to the model parameters gives the following expression
of the gradient :
G(k)L2 = R
{
JtS†dSd∆d
∗
}
, (5.2)
where J is the Fre´chet derivative matrix, t and ∗ denote the transpose and conjugate operators,
respectively, and R denotes the real part of a complex number. The gradient of the misfit
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function, equation (5.2), can be efficiently computed without explicitly forming J, using the
adjoint-state method (Plessix, 2006). This gives the following expression :
G(k)mi L2 = R
{
vt
∂At
∂mi
A−1S†dSd∆d
∗
}
, (5.3)
where A is the forward-problem operator, which linearly relates the source s to the wavefield,
v : Av = s. The modeled seismic data used in FWI, dcalc, is related to the seismic wavefield,
v, by a projection operator, which extracts the values of the seismic wavefield at the receiver
positions. The sparse matrix ∂A/∂mi represents the radiation pattern of the diffraction by the
model parameter mi, and, hence, gives some insight on the sensitivity of the data to a specific
class of parameter as a function of the aperture angle. The gradient of the misfit function can
be interpreted as a weighted zero-lag convolution between the incident wavefield v and the
adjoint residual wavefield back-propagated from the receiver positions, A−1S†dSd∆d
∗.
The misfit function and its gradient, equations (5.1) and (5.3), are given for one source and
one frequency. For multiple sources and frequencies, the expressions are obtained by summing
the contribution of each source and frequency.
5.1.3.2 The least-absolute-value norm
We can extend the L1 norm developed by Tarantola (1987); Crase et al. (1990) for real
arithmetic numbers to the complex arithmetic required by frequency-domain data through the
misfit function :
C(k)L1 =
∑
i=1,N
|sdi∆di|, (5.4)
where |x| = (xx∗)1/2, N is the number of elements in the misfit vector for one source and one
frequency, and sdi are the elements of the diagonal Sd. The gradient of the misfit function is
given by :
G(k)L1 = R
{
JtStdr
}
with ri =
∆d∗i
|∆di| for 1 ≤ i ≤ N, (5.5)
where we assume that |∆di| > 0, considering the machine precision used. For all of the tests
that we have performed, we never met any case where |∆di| = 0. In the case of real arithmetic
numbers, the term ∆d∗i /|∆di| of expression (5.5) corresponds to the sign function (Tarantola,
1987; Crase et al., 1990).
5.1.3.3 The Huber criterion
The Huber (1973) criterion can be defined for complex arithmetic numbers as :
C(k)LHuber =
∑
i=1,N
ci with
{
c
i
=
|sdi∆di|2
2ǫ for |sdi∆di| ≤ ǫ,
ci = |sdi∆di| − ǫ2 for |sdi∆di| > ǫ,
(5.6)
where ǫ is a threshold that controls the transition between the L1 and the L2 norms. In equation
(5.6), the Huber criterion is continuous for all ∆di, and particularly for the value that satisfies
|sdi∆di| = ǫ.
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The gradient of the Huber functional is given by :
G(k)LHuber =
 R
{
JtS†dSdr
}
with ri =
∆d∗i
ǫ for |sdi∆di| ≤ ǫ and 1 ≤ i ≤ N,
R
{
JtStdr
}
with ri =
∆d∗i
|∆di| for |sdi∆di| > ǫ and 1 ≤ i ≤ N.
(5.7)
5.1.3.4 The Hybrid L1/L2 criterion
Bube & Langan (1997) introduced a Hybrid L1/L2 criterion in order to overcome some
limitations of the Huber criterion that introduces artificial nonuniqueness in full-rank linear
problems (Bube & Nemeth, 2007).
The Hybrid L1/L2 functional can be written for complex arithmetic numbers as :
C(k)LHybrid =
∑
i=1,N
ci with ci =
(
1 +
|sdi∆di|2
ǫ2
)1/2
− 1, (5.8)
where ǫ is the threshold between the L1 and L2 behaviors. Note that we have the following
properties :
ci ≈
{ |sdi∆di|2
2ǫ2
for small ∆di,
|sdi∆di|
ǫ for large ∆di,
(5.9)
which show that the Hybrid functional is asymptotically equivalent to the L2 and L1 norms
for small-amplitude and large-amplitude residuals, respectively.
The gradient of the Hybrid L1/L2 criterion is given by :
G(k)LHybrid = R
{
JtS†dSdr
}
with ri =
∆d∗i
ǫ2
(
1 +
|sdi∆di|2
ǫ2
)1/2 for 1 ≤ i ≤ N. (5.10)
5.1.3.5 Interpretation
Equations (5.2), (5.5), (5.7) and (5.10) clearly show that the gradients of the misfit functions
have similar forms, but with different source terms for the back-propagated adjoint wavefield.
This implies that the same FWI algorithm can be used to compute the gradients of the different
misfit functions with the same computational cost, provided that the source term of the adjoint
back-propagated wavefield and the misfit function can be computed for each functional.
Figure 5.1 shows the misfit function and the source term of the back-propagated wavefield
as functions of the real arithmetic unweighted misfit ∆d for the four minimization criteria. The
L2 norm naturally gives a high weight to large residual, which leads to a lack of robustness
for this approach in the case of incoherent large errors in data. For the L1 norm, the data
residuals are normalized according to their amplitudes, which gives clear insights into why this
is expected to be less sensitive to large residuals. The Huber and Hybrid criteria follow the L2
and L1 behaviors for small and large residuals, respectively, defined by the threshold ǫ, with a
different transition shape.
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Figure 5.1 – (a) The values of the criteria as functions of an unweighted real arithmetic misfit
∆d ; and (b) the associated residual source amplitude in the gradient expression. L2, L1, and
the Huber and Hybrid functionals are shown in the red, green, blue and black lines, respectively.
The last two criteria are plotted for ǫ = 1.
5.1.3.6 Algorithm
The 2D elastic, frequency-domain FWI algorithm used in this study is described in Brossier
et al. (2009a), where the reader is thus referred to for a complete description of the algorithm.
The algorithm embeds three main loops :
1. The outer loop is over the frequency groups, namely, a set of frequencies simultaneously in-
verted. In the case of complex wave phenomena, such as P-to-S conversions, and multiples
and surface waves, the simultaneous inversion of multiple frequencies better constrains
the optimization for convergence towards the global minimum, taking into account more
redundant information. The frequency interval within the groups is driven by the neces-
sity to use as much redundant data as possible during one FWI iteration, while keeping
the numerical cost affordable. Morover, the highest frequency of one frequency group is
chosen by trial-and-error such that cycle-skipping artifacts are avoided.
2. The second loop is over time-damping factors that control the amount of information
that is preserved over time in the seismograms during FWI. Time damping is applied in
frequency-domain modeling by using complex-valued frequencies, given by fc = f + iγ
where f is the real frequency, and γ is the damping factor. This is equivalent to the
damping of seismograms in time by e−γt (Shin et al., 2002; Brenders & Pratt, 2007b). This
damping can be applied from an arbitrary traveltime t0, which can be defined as the first-
arrival traveltime. Moreover, this data preconditioning provides significant improvement
to the signal-to-noise ratio in the case of real data (Brenders et al., 2009). The choice of
the damping factors is heuristic, and is driven by the data complexity. We generally start
inversion with a weak amount of data close to the first arrival using high γ values, before
progressively including later arrivals by decreasing the γ factor. The reader is referred to
Brossier et al. (2009a) for an illustration of the significant impact of the damping factors
in elastic FWI of land data where body waves and surface waves are jointly inverted.
3. The third loop is over iterations of the non-linear inversion of one frequency group and
one damping factor.
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The two outer nested loops define two hierarchical multiscale levels in the inversion that are
helpful to mitigate the non-linearity of the inversion, particularly in the case of elastic multi-
parameter inversion of complex data.
The forward problem is performed with a finite-element discontinuous Galerkin method
for solving the elastodynamic equations in the frequency domain (Brossier et al., 2008). The
linear system resulting from this discretization is solved in parallel using the MUMPS LU solver
(Amestoy et al., 2006).
The optimization problem is solved with the quasi-Newton L-BFGS algorithm (Nocedal,
1980). In quasi-Newton algorithm, the updated model is given by :
m(k+1) =m(k) + α(k)H(k)G(k), (5.11)
where H(k) is an approximation of the inverse of the Hessian, where the Hessian operator is
formed by the second derivative of the misfit function with respect to the model parameters, and
α(k) is the step length. The L-BFGS algorithm estimates the product H(k)G(k) at a negligible
computational cost, from few gradients and models of the previous iterations. Estimation of the
off-diagonal terms of the Hessian improves the resolution of the imaging by correctly scaling
and deconvolving the gradient, compared to a more classic preconditionned conjugate gradient
(Brossier et al., 2009a). Newton or quasi-Newton algorithms are generally applied to quadratic
or locally-quadratic misfit functions. In contrast, the L1 norm and the Huber criterion are not
twice continuously differentiable, a condition for the convergence of the L-BFGS algorithm.
Nonetheless, the numerical examples performed in this study show that the violation of the
convergence conditions did not significantly affect, in pratice, the convergence of the L-BFGS
algorithm. Similar conclusions were derived by Guitton & Symes (2003), who applied the L-
BFGS algorithm with the Huber criterion for velocity analysis. The convergence of the L-BFGS
algorithm, for functionals which are not twice continuously differentiable, can be interpreted
by the fact that only a definite positive matrix approximation of the inverse of the Hessian,
not the exact one, is computed in the L-BFGS algorithm from only the first derivative (i.e.,
gradient) of the misfit functions at previous iterations (Guitton & Symes, 2003). Moreover,
the line search in the perturbation direction is performed by parabolic fitting, to compute the
optimal steplength α(k), and to guarantee the decrease of the misfit function, even for non-
twice continuously differentiable functionals. For all the applications presented in this study,
the information of the five previous iterations were used for L-BFGS. The diagonal of the L2
pseudo-Hessian matrix (Shin et al., 2001) is used as an initial guess for the L-BFGS algorithm
for each minimization criterion investigated in this study. The aim of the diagonal pseudo-
Hessian is to remove the geometrical spreading signature of the incident and backpropagated
wavefields from the gradient amplitudes.
The perturbation model estimated at each iteration is regularized with an adaptive Gaussian
smoothing operator, to filter out high frequencies artifacts that are not constrained by the
current group of inverted frequencies. The local vertical correlation length of the Gaussian filter
is defined according to the inverted frequency and the local wavespeeds such that wavelengths
significantly smaller than half the propagated wavelength (i.e., the maximum vertical resolution
of FWI) are filtered out in the gradient (Sirgue & Pratt, 2004). The horizontal correlation length
of the Gaussian smoother is estimated by trial-and-error, and should be driven by the lateral
heterogeneity of the structure as well as the dip illumination provided by the available source-
receiver offsets.
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The source is estimated in the FWI algorithm by a linear inversion (Pratt, 1999, his
equation 17). For one frequency, this gives for the scalar source :
s =
gtd∗obs
gtg∗
, (5.12)
where g denotes the incident Green’s functions recorded at receiver positions, computed in the
starting model of the current iteration. The source is estimated in the FWI algorithm with
equation (5.12), once the Green’s functions g are computed. The algorithm proceeds with the
computation of the data residual ∆d, the backpropagation of the residuals, the computation
of the gradient and pseudo-Hessian, the estimation of the step length, and the model update.
The alternate estimation of the source and the model is repeated at each iteration. Of note,
the source is estimated with the least-squares norm even in presence of outliers, whatever the
norm used for the model update is. We found out that the source estimation was quite robust
in presence of noise for the examples shown hereafter : the error does not not exceed 5 % in
amplitude and 1% in phase. The robustness of the source estimation can be attributed to the
strong redundancy of the data for the mono-frequency scalar source estimation.
For all numerical tests of this study, the threshold value ǫ for the Huber and Hybrid criteria
was fixed to ǫ = 0.2 mean(|dobsi |). This value was shown practically to be less sensitive to
outliers in the data than the one indicated by Guitton & Symes (2003), based on max(|dobsi |).
5.1.4 Numerical tests : the offshore Valhall model
5.1.4.1 Inversion set-up
A first numerical example is based on the synthetic Valhall model (Figure 5.2), which is
representative of oil and gas fields in shallow water environments of the North Sea (Munns,
1985). The main targets are a gas cloud in the large sediment layer, and in a deeper part of the
model, the trapped oil underneath the cap rock, which is formed of chalk. Gas clouds are easily
identified by the low P-wave velocities, whereas their signature is much weaker in the VS model.
The selected acquisition mimics a four-component ocean-bottom cable survey (Kommedal et al.,
2004), with a line of 315 explosive sources positioned 5 m below water surface, and 315 3C
sensors on the sea bed. This geological setting leads to a particularly ill-posed problem for
S-wave velocity reconstruction, due to the relatively small shear-wave velocity contrast at the
sea bed, which prevents recording of significant P-to-S converted waves. A successful inversion
requires a multi-step hierarchical strategy in the manner of Sears et al. (2008), as developed in
Brossier et al. (2009b) for noise-free data. In this study, we assess the same approach for noisy
data :
1. In the first step, the P-wave velocity is reconstructed from the hydrophone data. The
forward problem is performed with the elastic discontinuous Galerkin method, but the
VS model is left unchanged during the FWI. The aim of this first stage is to improve the
VP model so as to significantly decrease the P-wave residuals. During this first step, a
coarse mesh that is adapted to the VP wavelength is designed for computational efficiency.
In this case, S-wave modeling is affected by numerical dispersion that, however, does
not significantly impact the reconstruction of the VP model. This first stage is justified
by the fact that the P-to-S converted waves have a minor footprint in the hydrophone
component. This negligible sensitivity of the hydrophone data to the VS structure has
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allowed us for the successfull acoustic inversion of the elastic data computed in the Valhall
model. (Brossier et al., 2009b).
2. In the second step, the VP and VS models are reconstructed simultaneously from the
horizontal and vertical components of the geophones. An amplification, with a gain given
by the power of 2 of the source/receiver offset, is applied to the data through the matrix
Sd. This weighting increases the weight of the intermediate-to-long-offset data at which
the converted P-to-S arrivals are recorded.
Five frequencies were inverted successively (2, 3, 4, 5 and 6 Hz). The starting frequency (2 Hz) is
lower than the one available in the real OBC hydrophone-data of Valhall (3.5 Hz) (Sirgue et al.,
2009). Note, however, that a starting frequency as small as 2 Hz was recently used to perform
acoustic FWI of OBS data (Plessix, 2009). The use of such low starting frequency is required by
the fact the VS has a higher resolution power than VP because of shorter propagated wavelength,
and, hence, requires lower starting frequency or more accurate starting model. Our main concern
in this study is to tune the elastic FWI with a reasonably-realistic experimental setup such that
differences in the behaviors of the different functionals are highlighted. In the following, we shall
not address anymore the impact of the starting frequency and the starting model in FWI, and
will focus on the comparative performances of different data residual functionals for a given
pair of starting frequency and model.
During each frequency inversion, we used 3 time-damping factors (γ=2, 0.33, 0.1 s−1)
applied in cascade to the monochromatic data. For the smaller damping factor, the entire
wavefield, including converted waves and free-surface multiples, is involved in the inversion.
Starting models were built by smoothing the true models with a Gaussian filter, the vertical
correlation length of which increased linearly from 25 m to 1,000 m with depth, while the
horizontal one was fixed at 500 m (Figure 5.3). This smoothing should reasonably mimic the
spatial resolution of a velocity model developed by refraction traveltime tomography (Prieux
et al., 2009). The deep part of this starting model is clearly smoother than a velocity model
inferred from reflection traveltime tomography as the one shown in Sirgue et al. (2009).
Ten iterations were performed per damping factor, leading to 30 iterations per frequency
inversion. VP and VS are the reconstructed parameters. The density is constant and assumed
to be known in the inversion.
Two tests were performed, with and without outliers in the data. For both tests, a ran-
dom uniform white noise was introduced into the observed data, computed using the forward-
problem engine implemented in the inversion code (the so-called inverse crime). The observed
data were computed using a (Dirac) delta function for the source wavelet. Therefore, each
frequency component of the data has the same signal-to-noise ratio (SNR), since white noise
was considered. Note however that the source wavelet spectrum has a negligible influence in
frequency-domain FWI, where single frequencies or groups of frequencies of narrow bandwith
are generally inverted sequentially, namely, independently, in the framework of multiscale ap-
proaches.
The signal-to-noise ratio was set to 10 dB, based on the power value of the signal defined
for one frequency by :
SNR(dB) = 10 log10
Pdata
Pnoise
with P =
nshot∑
ishot=1
nreceiver∑
irec=1
dishot,irecd
∗
ishot,irec. (5.13)
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Figure 5.2 – The true synthetic Valhall model for (a) P-wave and (b) S-wave velocities.
Figure 5.3 – (a) VP and (b)VS starting models for FWI, as inferred by Gaussian smoothing
of the true models (Figure 5.2).
Figure 5.4 shows the 4-Hz, noise-free and noisy data in the source/receiver domain for the
hydrophone data.
5.1.4.2 Results
During the first test, we considered only the ambient noise. The VP and VS models inferred
from the four minimization criteria (L2, L1, Huber, Hybrid) after the second step of inversion
are shown in Figure 5.5. These reveal very good results for VP models for all functionals, whereas
only the robust L1 norm, the Huber and Hybrid criteria provide acceptable VS models.
In a second test, we introduced outliers into the data : large errors (i.e., the noise was
locally multiplied by 20) were introduced randomly in one trace out of a hundred, to simulate
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Figure 5.4 – Real part of the 4-Hz frequency-domain data in the source/receiver domain for the
Valhall model. (a) Noise-free hydrophone data ; (b) added noise ; and (c) resulting contaminated
data used for FWI.
Figure 5.5 – Reconstructed VP (left panels) and VS (right panels) models for the first Valhall
test with the noisy data, after the two FWI steps. (a-b) L2 norm ; (c-d) L1 norm ; (e-f) Huber
criterion ; and (g-h) Hybrid criterion.
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Figure 5.6 – Reconstructed VP models for the second Valhall test with the noisy data contai-
ning outliers, after the first FWI step. (a) L2 norm ; (b) L1 norm ; (c) Huber criterion ; and (d)
Hybrid criterion.
a poorly preprocessed dataset. The resulting noise is consequently no longer uniform for this
test. The VP models obtained after the first inversion step with the four functionals are shown
in Figure 5.6. The L1 norm, and the Huber and Hybrid criteria provide accurate VP models,
whereas the inversion rapidly converged towards a local minimum when the L2 norm was used.
For the L2 norm, the inversion was stopped close to the first step because of the convergence
towards a local minimum. The results obtained after the second inversion step performed with
the L1 norm showed reliable reconstruction of both the VP and VS models (Figure 5.7), which
are close to those obtained from data without outliers (Figure 5.5(c-d)). This highlights the
limited sensitivity of the L1 norm to outliers even for the VS reconstruction.
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Figure 5.7 – Reconstructed (a) VP and (b) VS models for the second Valhall test with the
noisy data containing outliers, after the two FWI steps with the L1 norm. Note that the models
are very close to those of Figure 5.5(c)(d).
5.1.5 Numerical tests : The onshore SEG/EAGE overthrust model
5.1.5.1 Inversion set-up
A second numerical example focuses on the SEG/EAGE overthrust model. High-amplitude
surface waves are present in the data of this onshore model, and need to be taken into account
during inversion. Brossier et al. (2009a) designed a hierarchical scheme to invert the body and
surface waves jointly, by using simultaneous frequency inversion. We followed this approach in
this study. The acquisition geometry was composed of 199 explosive sources 20 m below the
surface, and 198 vertical and horizontal geophones recording wavefields were located on the
free surface.
Five discrete frequencies, distributed among two slightly overlapping frequency groups, were
inverted : (1.7, 2.0, 3.5) and (3.5, 4.8, 7.2) Hz. The choice of these two groups of frequencies
were shown to be efficient for inversion while limiting the numerical cost (Brossier et al., 2009a).
Five time-damping factors were used in cascade for each frequency group (γ = 1.5, 1.0, 0.5, 0.1,
0.033). We used a higher number of damping factors and a smaller interval between damping
factors than for the Valhall example, because the overthrust case study is more non linear than
the Valhall one, and, hence, requires injecting more progressively increasing amount of data.
This increasing non linearity results from the presence of high-amplitude surface waves in the
onshore overthrust case study.
Forty-five non-linear iterations were performed per damping factor. Figure 5.8 shows the
true VP model of the overthrust and the 500 m Gaussian smoothed version used as the starting
model. A constant Poisson’s ratio of 0.24 was fixed to build the true and the starting VS models.
The density was constant and assumed to be known during the inversion. VP and VS are the
reconstructed parameters for the inversion of the horizontal and vertical components of the
particle velocity.
The inverted data were computed with a Dirac source wavelet. Random uniform white noise
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Figure 5.8 – (a) True and (b) starting VP models for the synthetic SEG/EAGE overthrust
tests. The VS models are derived from the VP models using a constant Poisson ratio of 0.24.
Figure 5.9 – Real part of the 3.5-Hz frequency-domain data in the source/receiver domain
for the overthrust model. (a) Noise-free horizontal component of particle velocity recorded by
geophones ; (b) added noise ; and (c) resulting contaminated data used for FWI.
was introduced into the observed data, with a signal-to-noise ratio of 7 dB for each frequency
component. Figure 5.9 shows the 3.5 Hz, noise-free and noisy data in the source/receiver domain
for the horizontal component of particle velocity.
5.1.5.2 Results
The VP and VS models obtained with the different minimization criteria are shown in Figure
5.10. The L1 norm again provides the most reliable results. The Huber and Hybrid criteria show
quite robust results, in particular in the shallow part of the models, even if the Hybrid criterion
suffers from high frequency artifacts despite the smoothing regularization operator applied to
the perturbation model at each iteration. The models obtained with the L2 norm are polluted
by strong artifacts, particularly in the thrust area and in the deep structure.
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Figure 5.10 – Reconstructed VP (left panels) and VS (right panels) models for the overthrust
test, obtained by FWI. (a-b) L2 norm ; (c-d) L1 norm ; (e-f) Huber criterion ; and (g-h) Hybrid
criterion.
5.1.6 Discussion
5.1.6.1 The offshore Valhall model
The results of the first test, where only ambient noise without outliers was considered, show
reliable reconstruction of the VP model for the four norms, whereas only the L1, the Huber and
the Hybrid functionals provide reliable reconstruction of the VS model.
In this shallow-water environment with low velocity contrasts at the sea bed, the VP imaging
is more linear than the VS imaging for two main reasons. First, the larger P-wavelengths are
less resolving than their S counterparts, and are therefore less sensitive to the inaccuracies of
the starting model in the framework of a multi-scale reconstruction (Brossier et al., 2009a).
Secondly, the P-waves dominate the seismic wavefield, whereas the P-to-S waves have a weaker
footprint in the data. The limited signature of the S-waves in the data makes the inversion
poorly conditioned for the S-wave parameter class, even with noise-free data. Brossier et al.
(2009b) showed how the hierarchical two-step strategy allows us to increase the sensitivity of the
inversion to the VS parameter during the second step, and hence the successful reconstruction
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of the VS model with the L2 norm in the case of noise-free data. However, adding noise to
the data still contributes to the weakening of the sensitivity of FWI to the P-to-S arrivals.
In this case, the two-step strategy implemented with the L2 norm failed to reconstruct the
VS model. In contrast, the L1 norm, the Huber and the Hybrid criteria successfully converge
towards acceptable VS models by mitigating the contribution of the residual amplitude in the
reconstruction.
The second test, where outliers were introduced into the data, illustrates first the expected
failure of the L2 norm in the presence of high-amplitude isolated noise. The L2 norm intrinsically
amplifies the weight of the high-amplitude residuals during inversion, hence causing divergence
of the optimization if the residuals do not correspond to useful seismic arrivals. The L1 norm, as
well as the Huber and Hybrid criteria, shows stable behavior for VP imaging in this unfavorable
context, because the isolated, high-amplitude outliers have a negligible contribution in these
functionals. The strong robustness of the L1 norm with respect to noise is illustrated by its
ability to reconstruct the VS model from low-amplitude P-to-S converted waves, even in the
presence of outliers.
5.1.6.2 The onshore SEG/EAGE Overthrust Model
In an onshore context, where body waves and surface waves are jointly inverted, the data are
very sensitive to both VP and VS parameters. For example, the VS velocities on the near surface
have a significant impact on the high-amplitude surface waves. If the starting VP and VS models
for FWI are not sufficiently accurate, then high-amplitude, surface-wave residuals can direct
the inversion towards a local minimum of the misfit function. In this context, data redundancy
provided by the simultaneous inversion of multiple frequencies is essential to converge towards
acceptable models (Brossier et al., 2009a). In the case of noisy data, it might however be
necessary to strengthen this redundancy, by decreasing the frequency interval within each
frequency group when the L2 norm is used. Figure 5.11 shows the VP and VS models obtained
with the L2 norm, when the number of frequencies per group was increased from three to
nine : i.e., (1.7, 1.8, 2.0, 2.3, 2.5, 2.7, 3.0, 3.2, 3.5) and (3.5, 3.8, 4.1, 4.4, 4.8, 5.2, 6.0, 6.5,
7.2) Hz. Improvements of both the VP and VS models, compared to those of Figure 5.10(a-
b), clearly show that increasing the data redundancy improves the signal-to-noise ratio of the
models, at the expense of the computational cost. On the contrary, the L1 norm shows more
stable behavior in the presence of noise, and therefore it provides more reliable results with
efficient frequency-domain FWI, where only a few frequencies are involved in the inversion. The
Huber and Hybrid criteria show less convincing results compared to the Valhall experiment,
highlighting the difficult tuning of the threshold ǫ.
5.1.6.3 Implications for 3D FWI
Some implications for 3D FWI can be derived from the results of the synthetic experiments.
Historically, the two main motivations behind the use of 2D frequency-domain modeling and
inversion were : (1) to design computationally efficient algorithms by limiting the modeling and
the inversion to a few discrete frequencies ; and (2) to design multiscale strategies by proceeding
from low frequencies to higher ones (Pratt &Worthington, 1990). For 3D problems, comparative
analyses of modeling methods has shown that time-domain, explicit-scheme modeling provides
a computationally efficient alternative to frequency-domain modeling methods based either on
197
SENSIBILITE´ DE L’INVERSION AU BRUIT
Figure 5.11 – Reconstructed (a) VP and (b) VS overthrust models after FWI using the L2
norm applied to a dense dataset of two slightly overlapping groups of nine frequencies each.
Note the improvement in the signal-to-noise ratio compared to Figure 5.10(a-b).
direct or iterative solvers to perform frequency-domain FWI (Nihei & Li, 2007; Plessix, 2007;
Sirgue et al., 2008; Virieux et al., 2009).
Our results have highlighted the benefits provided by the data redundancy for performing
robust elastic FWI, where both the VP and the VS parameters are reconstructed and the L2
norm is used. Therefore, is it worth leaving the inversion in the frequency domain if the time-
domain modeling engine provides the opportunity to fully exploit the data redundancy by
mean of time-domain FWI ? A more quantitative analysis of the computational burden that
results from implementation of the inversion in the time domain compared to the frequency
domain might be needed to answer this question. The computational burden resulting from
implementation of the inversion in the time domain might be due to disk access or extra forward-
problem resolutions that depend on the implemented numerical strategy (Akcelik, 2002; Liu
& Tromp, 2006; Symes, 2007). Multiscale strategies in time-domain FWI can be implemented
using the approach of Bunks et al. (1995), where successive inversions of datasets of increasing
high-frequency content are performed. If efficient 3D elastic frequency-domain FWI must be
performed, the L1 norm definitively provides the more robust criterion for the noise levels
investigated in this study.
5.1.7 Conclusions
Application of elastic FWI to offshore and onshore data shows the strong sensitivity of the
L2 norm to non-Gaussian errors in the data when decimated discrete frequencies in FWI are
considered for computational efficiency. The marginally used L1 norm appears to be weakly
sensitive to noise even in the presence of outliers, and provides stable results for onshore and off-
shore FWI applications. In particular, the L1 norm allows successful inversion of low-amplitude
P-to-S arrivals for reliable VS model building in an offshore environment, even in the presence
of noise. Alternative functionals, such as the Huber and Hybrid criteria, which combine the
L1 and L2 norms, can provide stable results if the threshold controlling the transition between
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the L1 and the L2 behaviors is well chosen. The judicious estimation of this threshold by trial-
and-error tests is a clear drawback of the Huber and Hybrid criteria, even if these functionals
should be as good as the L1 norm if the threshold is well chosen. More automatic functionals,
such as the L1 or L2 norms, should therefore be recommended for inversion of field data. The
L1 norm reveals an interesting alternative to the L2 norm, especially when decimated datasets
are processed by efficient frequency-domain FWI. The results obtained with the L2 norm can,
however, be improved in the presence of ambient noise, by increasing the data redundancy
through simultaneous inversion of multiple frequencies at the expense of the computational
cost. Some implications for 3D FWI can be derived from these conclusions. On the one hand,
the L1 norm might be an appealing alternative to the L2 norm for FWI based on frequency-
domain seismic modeling, which requires consideration of a limited number of frequencies for
computational efficiency. On the other hand, explicit time-marching algorithms are competitive
with frequency-domain seismic modeling methods for 3-D problems. If the wavefields are com-
puted fully in the time-domain for computational efficiency, the inversion of decimated data
in the frequency domain may not provide a significant computational saving compared to a
time-domain inversion. In this case, the inversion may be left in the time domain, to fully take
advantage of the data redundancy.
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Figure 5.12 – Dispositif d’acquisition 3D de la zone de Valhall. Les caˆbles en fond de mer sont
localise´s en rouge. Les points noirs repre´sentent les sources. Seuls les caˆbles de re´cepteurs 21 et
29, et les lignes de sources associe´es, seront utilise´s dans les tests 2D. (Modifie´ d’apre`s Sirgue
et al., 2009).
5.2 Application acoustique sur les donne´es re´elles de Valhall
5.2.1 Environnement, donne´es et configuration de l’inversion
Je pre´sente une application d’inversion de formes d’ondes pour l’imagerie de VP a` partir
d’un jeu de donne´es pe´trolie`res du champs de Valhall en Mer du Nord, fourni par BP. L’envi-
ronnement est proche du mode`le synthe´tique (cf. partie 4.2) avec une faible profondeur d’eau
(environ 70 m) (Munns, 1985). La zone est caracte´rise´e par une e´paisse couche de se´diments su-
perficielle, pie´geant diverses poches de gaz. Plus profonde´ment, un anticlinal forme´ de calcaire
crayeux forme le toit rocheux d’un re´servoir de gaz et de pe´trole. Cette zone est relativement
difficile a` imager car les poches de gaz produisent des anomalies lentes de vitesses d’ondes
P, fortement atte´nuantes, qui diminuent le pouvoir de pe´ne´tration des composantes hautes
fre´quences des sources.
Un dispositif d’acquisition multicomposantes permanent par caˆble (OBC) est installe´ en
fond de mer au dessus des champs (Kommedal et al., 2004). La Figure 5.12 montre la ge´ome´trie
3D du dispositif. Les caˆbles sont e´quipe´s de capteurs tous les 50 m. Les coupes de la Figure
5.13 montrent les structures image´es par inversion des formes d’ondes acoustique 3D de Sirgue
et al. (2009). La partie superficielles du nuage de gaz dans l’e´paisse couche de se´diments est
bien visualise´e par l’anomalie de vitesses lente a` 1050 m de profondeur sur la Figure 5.13.
Cette application est mene´e dans le cadre de l’approximation acoustique pour la mode´-
lisation et l’inversion, avec l’algorithme de´crit dans le chapitre 3 en mode acoustique. Cette
approximation permet de re´duire le couˆt du proble`me direct. De plus, les tests mene´s sur
le mode`le synthe´tique ont montre´ que cette approximation e´tait acceptable dans ce contexte
marin.
Deux lignes de donne´es sont conside´re´es :
• le caˆble 21 de longueur 10.8 km localise´ a` proximite´ du nuage de gaz. La ligne de 320 tirs
s’e´tend sur 16 km au dessus du caˆble. (cf. Figures 5.12 et 5.13)
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Figure 5.13 – Mode`le de vitesse 3D image´ par inversion de formes d’ondes 3D acoustique, par
Sirgue et al. (2009). (haut) Coupes horizontales localise´es a` 150 m (gauche) et 1050 m (droite)
de profondeur. La coupe superficielle montre les diffe´rents chenaux pre´sents dans la couche
se´dimentaire superficielle, tandis que la coupe plus profonde montre le toit du nuage de gaz
donnant l’anomalie de vitesses lentes. (bas) Coupe verticale a` la distance X=6500 m.
• le caˆble 29 de longueur 9.75 km localise´ en dehors du nuage de gaz. La ligne de 314 tirs
s’e´tend sur 15.7 km au dessus du caˆble. (cf. Figures 5.12 et 5.13)
Afin de minimiser l’impact des ondes converties P-S, les donne´es d’hydrophone sont utilise´es.
Sous l’approximation acoustique de la propagation, la re´ciprocite´ spatiale entre sources et
capteurs est utilise´e afin de minimiser le nombre de simulations directes dans l’inversion. La
Figure 5.14 montre des exemples de donne´es temporelles trie´es en re´cepteur commun, pour
chacune des deux lignes qui vont eˆtre utilise´es pour l’inversion. Le spectre des donne´es nous
permet de commencer l’inversion a` partir de 4 Hz. Quatre fre´quences discre`tes sont conside´re´es :
4, 5, 6 et 7 Hz. Un facteur de re´gularisation γ = 1 est utilise´ pour minimiser le poids des arrive´es
tardives. Les pre´traitements des donne´es de´die´es a` l’inversion ont consiste´ a` :
• De´convolution (blanchiment spectral a` phase minimum).
• Controˆle qualite´.
• Correction 3D/2D
• Filtrage dans la bande de fre´quences utilise´e (filtre Butterworth).
• Filtre de cohe´rence par matrice spectrale (Mari et al., 1997) (avec application d’un gain
automatique avant le filtrage puis suppression du gain apre`s)
• Filtre en k pour supprimer les arrive´es lentes des ondes guide´es dans la couche d’eau.
• Mute avant la premie`re arrive´e
• Application de l’exponentielle de´croissante en domaine temporel pour γ = 1
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Figure 5.14 – Exemples de traces trie´es en re´cepteur commun pre´traite´s pour les lignes 21
(gauche) et 29 (droite).
Figure 5.15 – Exemples de donne´es pre´traite´es en domaine fre´quentiel. Partie re´elle des don-
ne´es dans l’espace re´cepteur/source a` 7 Hz pour les lignes 21 (gauche) et 29 (droite).
• Transforme´e de Fourier avec extraction des fre´quences 4, 5, 6 et 7 Hz
La Figure 5.15 montre des donne´es monochromatiques pre´traite´es dans l’espace source/
re´cepteur a` 7 Hz.
Les mode`les de de´part utilise´s pour l’inversion sont issus d’une tomographie en re´flexion,
fournis par BP, donnant une bonne estimation des vitesses de propagation verticales. Ce mode`le
est ensuite corrige´ cine´matiquement par une tomographie des premie`res arrive´es plus repre´sen-
tative des vitesses de propagation horizontales suivies par les ondes re´fracte´es. Il est cependant
clair que les effets d’anisotropie pre´sents dans cette re´gion seraient mieux pris en compte en
utilisant des parame`tres anisotropes dans l’outil de mode´lisation. La Figure 5.16 montre les
mode`les initiaux utilise´s.
L’inversion est mene´e avec l’algorithme L-BFGS avec la diagonale du pseudo-Hessien pour
estimation initiale. Vingt ite´rations sont effectue´es par fre´quence discre`te. Le but de ces tests
est de quantifier la sensibilite´ des normes L2 et L1 pour l’inversion de donne´es re´elles. Ces deux
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Figure 5.16 – Mode`les initiaux utilise´s pour l’inversion des formes d’onde pour les lignes 21
(haut) et 29 (bas).
normes sont donc applique´es pour chacun des jeux de donne´es. La source sismique est estime´e
pendant l’inversion par inversion line´aire.
5.2.2 Re´sultats
5.2.2.1 Ligne 21
Les Figures 5.17 et 5.18 montrent les re´sultats d’inversion pour la ligne 21 obtenus avec les
normes L1 et L2. Les re´sultats des deux normes montrent une convergence vers des mode`les tre`s
semblables, soulignant la bonne qualite´ du jeu de donne´es et la redondance suffisante apporte´e
par le choix des fre´quences. Cette ligne, localise´e a` proximite´ du nuage de gaz met en e´vidence
de fortes anomalies de vitesses lentes caracte´ristiques du gaz, sous 2 km de profondeur. Plus
profonde´ment, la base du re´servoir est marque´e par un re´flecteur hautes vitesses vers 2600 m
de profondeur. La Figure 5.19 montre des donne´es en domaine temporel, illustrant les trains
d’ondes produits par le mode`le image´. On peut noter que l’inversion a pu exploiter les diffe´rentes
re´flexions pre´sentes dans les donne´es, malgre´ des de´fauts d’amplitude. Ces de´fauts peuvent
eˆtre explique´s par l’inversion basse fre´quence (7 Hz maximum) et par la physique approxime´e
utilise´e : propagation acoustique avec densite´ constante et sans atte´nuation. Les deux re´flexions
dominantes sont associe´es au toit et a` la base de la zone a` faible vitesse. Les trains d’ondes
re´fle´chies entre ces deux arrive´es sont associe´s aux structures alternant anomalies de vitesses
lentes et rapides, centre´e sur 2 km de profondeur (profils 1D des Figures 5.17 et 5.18). Enfin,
l’interface superficielle image´e vers 0.4 km de profondeur reproduit l’onde re´fracte´e pre´sente
dans les donne´es re´elles. Cette interface est d’ailleurs pre´sente sur le mode`le de Sirgue et al.
(2009) (Figure 5.13).
Les Figures 5.20, 5.21 et 5.22 montrent les donne´es en domaine fre´quentiel a` l’issue de
l’inversion ainsi que l’accord avec les donne´es observe´es, pour la dernie`re ite´ration de la dernie`re
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Figure 5.17 – Mode`les VP image´s pour la ligne 21 avec la norme L1. Les coupes 1D verticales
sont prises a` 8.5 et 12 km. Les courbes discontinues et continues repre´sentent respectivement
le mode`le initial et final de l’inversion.
Figure 5.18 – Mode`les VP image´s pour la ligne 21 avec la norme L2. Les coupes 1D verticales
sont prises a` 8.5 et 12 km. Les courbes discontinues et continues repre´sentent respectivement
le mode`le initial et final de l’inversion. Notons que les re´sultats sont tre`s semblables a` la Figure
5.17 obtenue par norme L1.
fre´quence (7 Hz). Les deux normes donnent un ajustement tre`s similaire entre les donne´es
observe´es et donne´es calcule´es dans les mode`les finaux. Pour les deux normes, notons des
instabilite´s de reconstruction dans les zones superficielles non couvertes par les tirs.
5.2.2.2 Ligne 29
Les Figures 5.23 et 5.24 montrent les re´sultats d’inversion pour la ligne 29 obtenus avec
les normes L1 et L2. Les re´sultats des deux normes montrent cette fois des mode`les diffe´rents.
Contrairement au mode`le de la norme L2 qui a peu e´volue´, la norme L1 a pu modifier le mode`le
de vitesse. Ces diffe´rences de mode`les se traduisent par un bon accord des donne´es pour la norme
L1 (Figures 5.25 et 5.27) dans toute la gamme d’offsets. Les donne´es observe´es et calcule´es du
mode`le L2 montrent clairement de plus gros re´sidus d’amplitude et de phase qui n’ont pu
eˆtre exploite´s dans l’inversion (Figures 5.26 et 5.27). Cette faible convergence de la norme
L2 peut eˆtre partiellement explique´e par une plus grande quantite´ de traces inexploitables,
syste´matiquement supprime´es lors de l’e´tape de controˆle qualite´. Cela diminue par conse´quent la
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Figure 5.19 – Exemple de donne´es en domaine temporel calcule´es dans le mode`le initial
(gauche) et final (droite) de la ligne 21 (Mode`le obtenu par norme L1). Notons que les premie`res
et dernie`res traces sont affecte´es par la reconstruction instable de la subsurface dans les zones
non couvertes par les tirs.
Figure 5.20 – Partie re´elle des donne´es en fre´quence a` 7 Hz dans l’espace source/re´cepteur.
Donne´es calcule´es a` l’issue de l’inversion de la ligne 21 avec la norme L1 (gauche) et re´sidus
associe´s (droite).
redondance des donne´es et augmente le risque de laisser des traces de mauvaise qualite´ dans les
donne´es. Pour la norme L1, notons des instabilite´s de reconstruction dans les zones superficielles
non couvertes par les tirs. La Figure 5.19 montre des donne´es en domaine temporel, illustrant
les trains d’ondes produits par le mode`le image´. Notons la` encore des de´fauts d’amplitudes
dans les donne´es synthe´tiques calcule´es.
5.2.3 Conclusion
Cette application acoustique d’inversion des formes d’ondes a permis de mettre en oeuvre
les normes L1 et L2 dans le contexte de donne´es re´elles du champ de Valhall. Pour la ligne 21,
les deux formalismes ont converge´ vers des mode`les tre`s similaires, comme c’est le cas pour les
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Figure 5.21 – Partie re´elle des donne´es en fre´quence a` 7 Hz dans l’espace source/re´cepteur.
Donne´es calcule´es a` l’issue de l’inversion de la ligne 21 avec la norme L2 (gauche) et re´sidus
associe´s (droite).
Figure 5.22 – Accord des donne´es en fre´quence pour la ligne 21. Partie re´elle des donne´es a` 7
Hz de la source 20 localise´e a` 3.6 km, pour les mode`les de la norme L1 (haut) et L2 (bas).
applications synthe´tiques lorsque les donne´es utiles sont suffisamment redondantes. Les mode`les
obtenus sont cohe´rents avec les structures image´es par Sirgue et al. (2009) a` partir d’une
couverture 3D. En particulier, les images obtenues font apparaˆıtre l’interface lente a` 0.4 km
de profondeur et les anomalies lentes et rapide successives vers 2 km, marquant la pre´sence du
nuage de gaz. Notons que les mode`les obtenus sont moins perturbe´s que les mode`les 3D dans la
partie profonde, qui peut eˆtre lie´ a` la diffe´rence entre couverture 2D et 3D, ainsi qu’a` l’utilisation
d’un seul facteur de re´gularisation γ dans notre cas 2D, qui limite le poids des arrive´es tardives
dans l’inversion. Pour la ligne 29, la norme L1 a su exploiter les informations des re´sidus pour
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Figure 5.23 – Mode`les VP image´s pour la ligne 29 avec la norme L1. Les coupes 1D verticales
sont prises a` 8.5 et 12 km. Les courbes discontinues et continues repre´sentent respectivement
le mode`le initial et final de l’inversion.
Figure 5.24 – Mode`les VP image´s pour la ligne 29 avec la norme L2. Les coupes 1D verticales
sont prises a` 8.5 et 12 km. Les courbes discontinues et continues repre´sentent respectivement
le mode`le initial et final de l’inversion.
modifier le mode`le tandis que la norme L2 a faiblement converge´. Cette application illustre donc
la comple´mentarite´ des deux formalismes et l’inte´reˆt majeur de la norme L1 comme alternative
a` la me´thode classique. L’application e´lastique reste naturellement une perspective de travail
primordiale pour exploiter ce jeu de donne´es multicomposantes. Notons pour les deux jeux
de donne´es que l’utilisation de groupes de fre´quences et d’un nombre plus grand d’ite´rations
permettraient certainement d’ame´liorer la qualite´ des images obtenues.
5.3 Conclusion
Ce chapitre applicatif s’est focalise´ sur la sensibilite´ de l’inversion des formes d’ondes en
domaine fre´quentiel, de donne´es de´cime´es et bruite´es. Les applications synthe´tiques ont mis en
e´vidence les limites de l’approche classique base´e sur la norme L2, lorsque du bruit ambiant
ou de grandes erreurs contaminent les donne´es. Au contraire, l’utilisation de la norme L1
se re´ve`le robuste pour ces applications, en e´tant tre`s peu sensible aux bruits. Les crite`res
combinant comportements L2 et L1 sont des alternatives possibles, mais la transition entre les
207
SENSIBILITE´ DE L’INVERSION AU BRUIT
Figure 5.25 – Partie re´elle des donne´es en fre´quence a` 7 Hz dans l’espace source/re´cepteur.
Donne´es calcule´es a` l’issue de l’inversion de la ligne 29 avec la norme L1 (gauche) et re´sidus
associe´s (droite).
Figure 5.26 – Partie re´elle des donne´es en fre´quence a` 7 Hz dans l’espace source/re´cepteur.
Donne´es calcule´es a` l’issue de l’inversion de la ligne 29 avec la norme L2 (gauche) et re´sidus
associe´s (droite). Notons que les re´sidus sont plus forts que pour la norme L1 (Figure 5.25)
deux comportements reste un parame`tre de « re´glage » en plus a` de´terminer... L’application
acoustique sur les donne´es re´elles a montre´ des re´sultats tre`s similaires pour les normes L1 et
L2 pour une des applications. Pour l’autre, seule la norme L1 a pu exploiter les re´sidus pour
converger vers un mode`le re´duisant l’erreur sur l’ajustement des donne´es, illustrant l’inte´reˆt
majeur de ce formalisme.
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Figure 5.27 – Accord des donne´es en fre´quence pour la ligne 29. Partie re´elle des donne´es a` 7
Hz de la source 50 localise´e a` 5.1 km, pour les mode`les de la norme L1 (haut) et L2 (bas).
Figure 5.28 – Exemple de donne´es en domaine temporel calcule´es dans le mode`le initial
(gauche) et final (droite) de la ligne 29 (Mode`le obtenu par norme L1). Notons que les premie`res
et dernie`res traces sont affecte´es par la reconstruction instable de la subsurface dans les zones
non couvertes par les tirs.
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Conclusion et perspectives
Conclusions ge´ne´rales de ce travail
J’ai pre´sente´ un travail de de´veloppements me´thodologiques et d’applications de la me´-
thode d’inversion des formes d’ondes pour l’imagerie des parame`tres viscoe´lastiques dans des
ge´ome´tries a` deux dimensions.
Proble`me direct
Dans le chapitre 1 j’ai introduit les e´quations du proble`me direct du processus d’inversion :
les e´quations de l’e´lastodynamique line´aire. Les diffe´rentes alternatives pour re´soudre ces e´qua-
tions ont e´te´ pre´sente´es, afin d’obtenir des solutions en domaine espace/fre´quence, avant de
de´velopper une me´thode d’e´le´ments finis Galerkin Discontinus en domaine fre´quentiel. Cette
me´thode permet de tirer be´ne´fice de l’utilisation de maillages triangulaires non-structure´s, plus
facilement manipulables que les maillages quadrangulaires. Par ailleurs, la flexibilite´ des choix
d’ordres d’interpolation permet, selon les configurations d’applications, de trouver le meilleur
compromis entre pre´cision des solutions nume´riques et couˆt de calcul (temps et me´moire).
Ainsi, l’ordre d’interpolation P0, utilisable uniquement en maillages e´quilate´raux re´guliers, est
tre`s proche des me´thodes de diffe´rences finies d’ordre 2 dans la formulation, la pre´cision et
le couˆt nume´rique. Le choix de cet ordre d’interpolation rend la me´thode tre`s efficace dans
les milieux faiblement contraste´s, sans topographie complexe ni couche d’eau, comme le serait
une me´thode de diffe´rences finies. Pour s’attaquer a` des milieux plus complexes, on peut ti-
rer be´ne´fice des ordres d’interpolation plus e´leve´s (P1, P2 et mixte) en utilisant des maillages
non-structure´s, adapte´s localement aux proprie´te´s physiques. Ce choix permet d’optimiser l’uti-
lisation des ressources informatiques en adaptant au mieux la discre´tisation tout en gardant
une pre´cision satisfaisante des solutions.
Proble`me inverse
Dans le chapitre 2, le formalisme du proble`me inverse est pre´sente´. Le proble`me inverse e´tant
fortement non-line´aire, mal pose´ et faisant intervenir un grand nombre de degre´s de liberte´, il
est re´solu de manie`re line´arise´e. Cette line´arisation impose alors de partir d’un mode`le de de´part
suffisamment pre´cis pour ne pas converger dans un minimum secondaire. La de´termination de ce
mode`le de de´part n’a pas e´te´ analyse´e dans le cadre de ce travail mais constitue un point majeur
qui controˆle le succe`s ou l’e´chec de la me´thode. Ensuite, des algorithmes d’optimisation locale
efficaces et e´conomiques doivent eˆtre utilise´s afin de converger rapidement vers le minimum
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global. Enfin, le proble`me inverse doit eˆtre re´solu hie´rarchiquement afin de minimiser l’impact
des non-line´arite´s du processus.
Algorithme
Le processus global d’inversion des formes d’ondes e´tant consommateur de calcul infor-
matique, les imple´mentations des algorithmes des proble`mes directs et inverses doivent eˆtre
optimise´es et tirer be´ne´fice de la puissance des calculateurs paralle`les modernes. J’ai de´ve-
loppe´ un algorithme massivement paralle`le pour des architectures de calculateurs a` me´moire
distribue´e. Le syste`me line´aire creux de grande taille du proble`me direct est re´solu graˆce au sol-
veur direct paralle`le MUMPS. Les diffe´rentes e´tapes du processus d’inversion sont effectue´es en
paralle`le selon une me´thode de de´composition en domaines physiques. L’algorithme d’optimisa-
tion quasi-Newton L-BFGS est imple´mente´ afin de tirer be´ne´fice de l’estimation du Hessien. En
effet, ce dernier permet d’acce´le´rer la convergence du proble`me inverse non-line´aire, d’ame´lio-
rer la focalisation des images et de pouvoir facilement envisager la reconstruction de plusieurs
classes de parame`tres d’ordre de grandeurs diffe´rents, comparativement aux me´thodes plus
classiquement utilise´es de gradient ou de gradient conjugue´ pre´conditionne´s. Enfin, un double
niveau de paralle´lisme, a` travers des processus MPI (Message Passing Interface standard) et
des threads a` me´moire partage´e, permet de tirer be´ne´fice des calculateurs modernes a` me´moire
distribue´e base´s sur des technologies multicoeurs. Ainsi, les couˆts de calcul (temps et me´moire)
sont minimise´s en fonction des applications et des ressources disponibles. L’imple´mentation
de cet algorithme permet d’envisager des applications a` des e´chelles tre`s varie´es, de la proche
surface aux e´chelles crustales ou lithosphe´riques.
Applications
En utilisant les outils de´veloppe´s pour l’inversion des formes d’ondes e´lastiques, plusieurs
applications ont permis de mettre en e´vidence les proble´matiques spe´cifiques de l’imagerie
e´lastique multiparame`tres a` partir de donne´es multicomposantes, et de proposer des solutions.
L’application synthe´tique en milieu terrestre, ne´cessitant l’inversion combine´e des ondes de
volume et de surface pour l’imagerie simultane´e de VP et VS , a permis d’illustrer diffe´rents
points : la surface libre pre´sente dans les simulations (et dans la re´alite´) et une source im-
portante de non-line´arite´ dans l’inversion. En effet, elle introduit des ondes de surface tre`s
e´nerge´tiques et des ondes multiples non exploitables directement dans l’inversion line´arise´e.
L’inversion en domaine fre´quentiel « classique » base´e sur l’inversion se´quentielle de fre´quences
discre`tes, partant des basses fre´quences vers les hautes fre´quences, s’est re´ve´le´e inefficace dans
cette application trop non-line´aire. Un niveau de hie´rarchie supple´mentaire a donc e´te´ intro-
duit, base´ sur l’utilisation des fre´quences complexes. Cet ultime recourt en domaine fre´quentiel
permet de se´lectionner, par rapport au temps de propagation, la quantite´ de donne´es implique´e
dans l’inversion. Un processus hie´rarchique a e´te´ de´veloppe´ en commenc¸ant l’inversion avec peu
de donne´es, proches de la premie`re arrive´e, puis en augmentant progressivement la quantite´ de
donne´es afin de mieux contraindre l’inversion. Pour des propagations d’ondes complexes, l’in-
version se´quentielle fre´quence par fre´quence re´ve´la que la quantite´ de donne´es simultane´ment
inverse´e ne permettait pas une reconstruction stable dans l’inte´gralite´ du mode`le. L’utilisation
de groupes de fre´quences simultane´ment inverse´es, avec recouvrement entre groupes, procura la
redondance d’information ne´cessaire a` une meilleure une convergence vers le minimum global.
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Le choix des fre´quences au sein d’un groupe reste un point critique : la fre´quence maximale doit
eˆtre suffisamment basse pour ne pas introduire de phe´nome`nes de saut de phase introduit par
la pre´cision limite´e du mode`le initial ; le nombre de fre´quences doit assurer une redondance suf-
fisante pour contraindre l’inversion ; et le nombre de fre´quence doit rester faible pour minimiser
le couˆt de calcul.
L’application sur le mode`le synthe´tique de Valhall a montre´ les proble´matiques diffe´rentes
inhe´rentes aux environnements marins : lorsque les contrastes de vitesse sont faibles avec des
vitesses d’ondes S tre`s faibles dans la couche se´dimentaire superficielle, les donne´es enregistre´es
en fond de mer portent une tre`s faible signature des ondes converties, rendant l’inversion de
VS fortement non-line´aire et mal contrainte. Une inversion hie´rarchique doit donc eˆtre mene´e.
L’utilisation de fre´quences discre`tes croissantes, couple´e a` l’utilisation des fre´quences complexes
pour se´lectionner le volume de donne´es inverse´ sont requises pour minimiser la non-line´arite´ du
proble`me. Dans ce contexte ou` les diffe´rents parame`tres ont des empreintes plus ou moins fortes
dans les donne´es, une hie´rarchisation sur les donne´es inverse´es et les parame`tres reconstruits
est e´galement ne´cessaire. Dans un premier temps, la reconstruction du parame`tre dominant
VP , en utilisant des donne´es faiblement marque´es par la signature des ondes S (hydrophone),
permet de reconstruire un mode`le de VP et de minimiser significativement les re´sidus des ondes
P. Dans un second temps, le parame`tre secondaire VS peut eˆtre reconstruit conjointement avec
VP , en utilisant les donne´es de ge´ophone, judicieusement ponde´re´es avec l’offset, dans lesquelles
la signature d’onde S est plus marque´e.
Les applications sur donne´es synthe´tiques bruite´es ont illustre´ la proble´matique de la robus-
tesse de l’inversion en domaine fre´quentiel de donne´es de´cime´es. La redondance des donne´es,
largement utilise´e dans les me´thodes sismiques « classiques » et sacrifie´e pour l’inversion des
formes d’onde en fre´quence, se montre en effet ne´cessaire lorsque les donne´es sont affecte´es par
du bruit ambiant. De plus, le formalisme classique base´ sur la norme aux moindres carre´s se
re´ve`le tre`s sensible aux larges erreurs pre´sentes dans les donne´es. La me´thode alternative base´e
sur la minimisation de la norme L1 se montre au contraire tre`s robuste pour l’inversion de
donne´es bruite´es et de´cime´es en fre´quence, et tre`s peu sensible aux larges erreurs. Cette norme
a effet montre´ une grande robustesse pour imager le parame`tre VS dans le contexte marin du
mode`le synthe´tique de Valhall dont les ondes converties P-S ont des amplitudes faibles, ren-
dant leur exploitation tre`s sensible au rapport signal sur bruit. Cette norme devrait donc eˆtre
se´rieusement conside´re´e comme une alternative aux me´thodes classiques base´es sur la norme
L2. L’application sur les donne´es re´elles du champ pe´trolier de Valhall a montre´ l’e´quivalence
des re´sultats des normes L1 et L2 pour la ligne d’acquisition 21, tandis que seule la norme L1
a pu exploiter les donne´es de l’inversion de la ligne d’acquisition 29.
Perspectives
Proble`me direct et algorithme
La re´solution du proble`me direct pourrait e´voluer de diverses manie`res. Le de´veloppement
de GD d’ordres plus e´leve´s, the´oriquement moins couˆteux en nombre de degre´s de liberte´ (Ka¨ser
& Dumbser, 2006), en basant la formulation sur une hypothe`se de milieu he´te´roge`ne au sein
de chaque cellule, pourrait permettre de diminuer le couˆt nume´rique du proble`me direct. Ce
constat fait par Ka¨ser & Dumbser (2006) pour une re´solution temporelle, devra eˆtre ve´rifie´e
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dans le contexte de re´solution fre´quentielle avec solveur direct. Ce changement majeur, fait au
profit du couˆt de re´solution, ne´cessiterait par contre de profonds changements dans l’algorithme
d’inversion.
Quel que soit l’ordre de GD utilise´, l’e´volution vers une formulation parsimonieuse pourrait
eˆtre envisage´e pour diminuer le couˆt me´moire de la factorisation. L’algorithme propose´ pour
effectuer le passage a` partir de la matrice du premier ordre devra eˆtre optimise´ pour une
imple´mentation paralle`le si la formulation ge´ne´rique GD parsimonieux se re´ve`le trop de´licate
a` mettre en oeuvre.
L’extension vers des mate´riaux anisotropes VTI, HTI ou TTI pourra eˆtre envisage´e afin de
prendre en compte l’anisotropie naturelle pre´sente dans certaines structures ge´ologiques. Cette
extension peut eˆtre imple´mente´e sans surcouˆt de calcul dans l’outil de mode´lisation, en rem-
plac¸ant les coefficients isotropes de Lame´ par les coefficients e´lastiques des milieux anisotropes
(C11, C13, C33, C55 en 2D).
Pour certaines applications, la prise en compte d’une physique plus complexe, prenant en
compte les effets poro-e´lastiques, pourra eˆtre de´veloppe´e. Cette physique ne´cessite cependant
de conside´rer un syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles contenant plus de champs et donc
plus couˆteux a` re´soudre.
L’algorithme pourra eˆtre e´tendu pour d’autres types de sources. Seulement des sources
artificielles ont e´te´ conside´re´es dans ce travail de the`se. On pourrait prendre en compte des
me´canismes et des rayonnements de sources plus complexes afin d’utiliser des donne´es de sis-
mique passive issues de petits se´ismes locaux. L’imagerie lithosphe´rique pourrait e´galement eˆtre
envisage´e a` partir d’ondes planes provenant de te´le´se´ismes (Bostock et al., 2001).
L’extension du solveur direct MUMPS avec une phase d’analyse paralle`le, seul chaˆınon
se´quentiel consommateur de temps de calcul manquant actuellement dans le processus d’ima-
gerie, permettra d’envisager des applications de plus grandes tailles, en e´quilibrant les charges
des diffe´rents processeurs.
Concernant l’extension directe a` trois dimensions, l’approche fre´quentielle par solveur direct
ou hybride apparaˆıt inenvisageable a` cause du couˆt me´moire induit par la troisie`me dimension
(Etienne et al., 2008). Une approche GD temporelle se re´ve`le donc plus re´aliste pour calculer
les champs en fre´quence (Etienne et al., 2009). Une limitation re´side tout de meˆme dans la
non-convergence du sche´ma P0, des maillages re´guliers et structure´s n’existant pas en 3D. Les
ordres P1 ou P2 sont donc les ordres d’interpolation possibles, engendrant un surcouˆt notable
par rapport aux DF pour des milieux peu contraste´s. L’alternative DF n’est donc pas exclue
pour certaines applications 3D.
Selon les potentialite´s et limites des me´thodes d’e´le´ments spectraux triangulaires et te´tra-
e´driques actuellement en de´veloppement, ces me´thodes e´mergentes pourront eˆtre investigue´es
pour quantifier leurs pre´cisions et performances, lorsqu’elles auront atteint un niveau de ma-
turite´ suffisant.
Enfin, on peut espe´rer que les travaux actuels et futurs sur les pre´conditionneurs permettront
d’envisager la re´solution des e´quations e´lastodynamiques avec des solveurs ite´ratifs ou hybrides
performants, rivalisant ou de´passant les performances des approches temporelles. Ces diffe´rentes
approches, contrairement aux me´thodes directes, sont en effet plus ade´quates pour envisager
des applications 3D re´alistes massivement paralle`les a` l’aube de l’aire du petascale computing.
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Proble`me inverse et algorithme
Les contraintes lie´es au couˆt du calcul du proble`me direct et aux moyens de calcul actuels
et disponibles dans les prochaines anne´es, imposent pour le moment de ne conside´rer que
des approches locales du proble`me inverse. Il est donc clair que les perspectives associe´es a`
ce travail doivent se focaliser sur les me´thodes de construction de mode`les de de´part pour
diffe´rents parame`tres. Le mode`le initial e´tant essentiel a` la convergence du processus, c’est un
point majeur qui va conditionner l’utilisation massive ou non de la me´thode d’inversion des
formes d’ondes dans l’industrie par exemple. L’autre point, qui de´coule de la line´arisation, est
la robustesse de l’approche a` hautes fre´quences, le proble`me e´tant moins line´aire. La limite
haute fre´quence de validite´ de l’approche line´arise´e reste un point a` de´terminer dans le futur.
On pourra envisager d’e´tendre l’outil d’inversion pour imager les parame`tres anisotropes, si
ils sont pris en compte dans le proble`me direct, afin de parame´trer plus fide`lement les milieux
dans certaines structures ge´ologiques.
Les me´thodes d’optimisation et les processus de hie´rarchisation de´veloppe´s et utilise´s en 2D
n’ont pas de frein majeur pour eˆtre e´tendus en 3D. Notons tout de meˆme que des approches
visant a` minimiser le nombre de simulations de proble`mes directs en sommant les sources (Ben-
Hadj-Ali et al., 2009a,b; Herrmann et al., 2009; Krebs et al., 2009) devront certainement eˆtre
utilise´es pour rendre l’inversion 3D (e´lastiques) envisageable dans les prochaines anne´es.
L’e´tude de sensibilite´ de l’inversion en fre´quence de donne´es bruite´es de´cime´es a montre´
certaines limitations et pose le proble`me du choix du domaine fre´quentiel ou temporel pour les
applications 3D. En effet, si les donne´es fre´quentielles sont calcule´es initialement en domaine
temporel pour la performance, est-t-il raisonnable de de´cimer une partie des champs temporels
que l’on a calcule´ ? Cependant, un nombre limite´ de fre´quences peut suˆrement eˆtre suffisant
pour contraindre l’inversion de donne´es re´elles bruite´es, sans aller jusqu’a` la limite de Nyquist,
en utilisant la norme L2, ou l’alternative propose´e par la norme L1. Seule l’e´tude des choix
d’imple´mentation et les applications pourront de´terminer la meilleure strate´gie.
Des variantes du proble`me inverse pourraient eˆtre de´veloppe´s pour l’imagerie e´lastique,
afin d’ame´liorer la robustesse du processus. En effet, la me´thode « classique » repose sur les
re´sidus et la norme de l’erreur dans le domaine des donne´es. Or les me´thodes de migration
se sont inte´resse´es depuis longtemps a` la cohe´rence dans le domaine des images migre´es. La
me´thode dite Shot-Based Differential Semblance Optimization fut propose´e pour combiner les
deux points de vue et vise a` la fois a` minimiser l’erreur des donne´es et maximiser la semblance
des images migre´es (Symes & Carazzone, 1991; Plessix, 2006).
Enfin, on pourrait imaginer, a` plus ou moins long terme, d’envisager l’inversion de manie`re
totalement non-line´aire par des me´thodes d’exploration globale ou semi-globale, afin de s’af-
franchir des limitations de l’approche line´arise´e. Ces me´thodes pourraient eˆtre couple´es avec
des me´thodes de sommation de sources pour re´duire de nombre de simulations. Ces me´thodes
pourraient eˆtre investigue´es avec peu de parame`tres par exemple, pour la construction de mo-
de`les de de´part. Enfin, seules ces me´thodes pourront, a` mon sens, re´ellement exploiter les formes
d’ondes pour ge´ne´rer des images quantitatives tre`s haute re´solution en exploitant les hautes
fre´quences des donne´es.
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Place de la me´thode
Le roˆle et la place de la me´thode d’inversion des formes d’onde dans la chaˆıne de traitement
des donne´es sismique de diverses e´chelles seront e´galement des points majeurs a` de´terminer
dans le futur. En effet si elle n’est pas line´arise´e, la me´thode permet the´oriquement d’eˆtre au-
tosuffisante pour construire des images quantitatives tre`s haute re´solution du milieu en partant
d’aucun a priori. En pratique, l’approche line´arise´e impose de connaˆıtre un mode`le de de´part
suffisamment pre´cis pour traiter les basses fre´quences, tandis que les hautes fre´quences sont for-
tement non-line´aires, car beaucoup plus sensibles aux effets de diffractions multiples non pris
en compte. Les limites du contenu fre´quentiel utilisable seront a` de´terminer pre´cise´ment pour
utiliser la me´thode au mieux et la coupler avec d’autres approches pour imager efficacement
notre sous-sol.
Applications
Enfin, l’application sur des donne´es synthe´tiques et surtout re´elles sera certainement le point
majeur des perspectives directes de ce travail. Les me´thodes, outils et proce´dures e´labore´s et
valide´s sur des exemples synthe´tiques re´alistes dans le cadre de ce travail permettront d’aborder
l’imagerie des parame`tres e´lastiques de donne´es re´elles a` diverses e´chelles.
Les outils de´veloppe´s ont ainsi d’ores et de´ja` e´te´ applique´s par Romdhane et al. (2009)
sur des donne´es synthe´tiques pour l’exploration de la tre`s proche surface de milieux a` topo-
graphie tre`s complexe. Des applications sur donne´es synthe´tiques et re´elles, acquises sur un
banc de mesure en laboratoire, ont e´galement e´te´ mene´es par Bretaudeau et al. (2009) pour
l’imagerie de cavite´ vide en utilisant de manie`re combine´e ondes de volume et ondes de surface.
Des applications sur des donne´es de sismiques actives pour l’exploration pe´trolie`re et crustale
pourront eˆtre envisage´es, avec les donne´es multicomposantes de la zone de Valhall et de la fosse
de Nanka¨ı (Japon), qui a de´ja fait l’objet d’une application d’inversion acoustique (Operto
et al., 2006). Des applications de monitoring de re´servoirs pourraient e´galement tirer be´ne´fice
des informations des parame`tres e´lastiques. L’imagerie des failles et fractures pourra enfin eˆtre
envisage´e.
Les extensions des outils actuels permettront d’envisager des applications prenant en compte
des effets d’anisotropie, des effets poro-e´lastiques, des applications a` l’e´chelle lithosphe´rique a`
partir de donne´es te´le´sismiques, a` l’e´chelles re´gionale a` partir de se´ismes locaux ou a` l’e´chelle
globale du globe.
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A.1 Rappels sur l’inte´gration nume´rique
Le calcul de l’inte´grale d’une fonction polynomiale F sur une forme ge´ome´trique simple
(1D, 2D, 3D) peut eˆtre faites de manie`re exacte et peu couˆteuse par inte´gration nume´rique de
Gauss.
Pour l’application a` la me´thode GD, pour laquelle les matrices F˜ , G˜ et E˜ doivent eˆtre
calcule´es pour chaque cellule du maillage, l’ide´e ge´ne´rale de l’inte´gration par quadrature de
Gauss est de transformer l’inte´gration d’une fonction simple sur un triangle dont la ge´ome´trie
est propre a` chaque cellule, en une inte´gration d’une fonction complexe sur un triangle simple
et unique. Pour cela, on de´finit une cellule de re´fe´rence (cellule me`re) dans les coordonne´es
parents (ξ, η) et une cellule fille dans les coordonne´es carte´sienne (x, y) (Figure A.1).
L’inte´gration nume´rique de la fonction F(x, z) sur la cellule fille de ge´ome´trie arbitraire
va eˆtre effectue´e en appliquant une transformation ge´ome´trique a` la fonction pour obtenir
F(ξ, η) qui sera inte´gre´e facilement sur la cellule me`re de ge´ome´trie simple. En posant J la
matrice Jacobienne de la transformation de la cellule fille en cellule me`re, alors l’inte´gration
peut s’e´crire : ∫
Ωe
F(x, z)dV =
∫
bΩ
det(J)F(ξ, η)dV. (A.1)
L’inte´gration sur une cellule me`re triangulaire se fait en e´valuant la fonction F(ψ1, ψ2, ψ3) aux
points de Hammer, les points de Gauss e´tant de´finies pour des cellules quadrangulaires en 2D.
CALCUL DES MATRICES DE LA FORMULATION GD PAR INTE´GRATION
NUME´RIQUE
Figure A.1 – Cellule fille en coordonne´es (x, y) et cellule me`re en coordonne´es parent (ξ, η)
(from Becker et al. (2001))
Table A.1 – Points de Hammer (trois triplets de positions) pour l’inte´gration nume´rique sur
cellule triangulaire.
wi ξ
i
1 ξ
i
2 ξ
i
3
1/3 0.5 0.5 0
1/3 0.5 0 0.5
1/3 0 0.5 0.5
Des tables de positions des points de Gauss et de Hammer sont disponibles dans diffe´rents
ouvrages d’e´le´ments finis (par exemple Becker et al., 2001; Zienkiewicz et al., 2005). Ainsi nous
avons : ∫
Ωe
F(ψ1, ψ2, ψ3)dV = A
nG∑
i=1
wiF(ξi1, ξi2, ξi3), (A.2)
ou` A est l’aire de la cellule Ωe. Le nombre nG de points de Hammer (ξ
i
1, ξ
i
2, ξ
i
3) et de poids wi
sont de´termine´s par l’ordre du polynoˆme a` inte´grer.
A.2 Exemples sur interpolation P1
En utilisant trois triplets de points de Hammer (Table A.1), nous pouvons calculer la matrice
Ki de´finie par l’e´quation (1.45). Par exemple, pour le terme (1, 1) de la matrice, nous avons
F(ψ1, ψ2, ψ3) = ψ21, donnant :∫
Ti
F(ψ1, ψ2, ψ3)dV =
∫
Ti
ψ21dV = Ai
3∑
l=1
wlψ
2
l1 = Ai(
1
3
0.52 +
1
3
0.52) =
Ai
6
,
et pour le terme (1, 2), nous avons F(ψ1, ψ2, ψ3) = ψ1ψ2, donnant :∫
Ti
ψ1ψ2dV =
Ai
12
. (A.3)
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En appliquant la meˆme proce´dure pour la matrice entie`re, nous obtenons :
Ki = Ai
12
2 1 11 2 1
1 1 2
 . (A.4)
De meˆme, nous pouvons calculer la matrice E par inte´gration sur le triangle (e´quation
(1.46)), faisant intervenir les de´rive´es spatiales carte´siennes des fonctions de base. En utilisant
l’expression carte´sienne des fonctions de base (e´quation (1.69)), nous avons pour le terme (1, 1)
de la matrice Ex calcule´ avec F(ψ1, ψ2, ψ3) = (∂xψ1)ψ1 :∫
Ti
F(ψ1, ψ2, ψ3)dV =
∫
Ti
(∂xψ1)ψ1dV =
∫
Ti
(
z2 − z3
2A
)ψ1dV =
Ai(z2 − z3)
2Ai
3∑
i=1
wiψi1
=
l1n1x
2
(
1
3
0.5 +
1
3
0.5) =
l1n1x
6
, (A.5)
ou` l1 est la longueur de l’areˆte [2, 3] et n1x est la composante horizontale du vecteur unitaire
~n1 normal au segment [2, 3]. Nous obtenons ainsi la matrice Eix :
Eix =
1
6
l1n1x l1n1x l1n1xl2n2x l2n2x l2n2x
l3n3x l3n3x l3n3x
 , (A.6)
et la matrice Eiz :
Eiz =
1
6
l1n1z l1n1z l1n1zl2n2z l2n2z l2n2z
l3n3z l3n3z l3n3z
 . (A.7)
Enfin, nous pouvons calculer les matrices Fik et Gik par inte´gration line´ique par points de
Gauss sur les areˆtes frontie`res Tik entre la cellule Ti et les cellules Tk. Nous supposons que la
nume´rotation des points, des segments et des voisins suit la convention de la figure A.2 afin de
garder une notation ge´ne´rique.
Ainsi nous avons par exemple le terme (1, 1) de la matrice Fi1 :∫
Ti1
ψ21dL =
l1
2
∫ +1
−1
0dL = 0, (A.8)
a` cause de la projection de la fonction ψ1 sur Ti1 qui est nulle (cf. figure 1.26). Le terme (2, 2)
donne : ∫
Ti1
ψ22dL =
l1
2
∫ +1
−1
−(ξ − 1)
2
2
dL =
2l1
6
, (A.9)
et le terme (2, 3) : ∫
Ti1
ψ2ψ3dL =
l1
2
∫ +1
−1
−(ξ − 1)
2
−(−ξ − 1)
2
dL =
l1
6
. (A.10)
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Figure A.2 – Configuration des nume´rotations locales des points, areˆtes et voisins
Les trois matrices sont obtenues de manie`res similaires :
Fi1 = l1
6
0 0 00 2 1
0 1 2
 (A.11)
Fi2 = l2
6
2 0 10 0 0
1 0 2
 (A.12)
Fi3 = l3
6
2 1 01 2 0
0 0 0
 (A.13)
Notons que ce cas P1 est illustratif car les inte´grations peuvent eˆtre faites terme par terme.
Pour les ordres supe´rieurs ou des combinaisons d’ordres, des routines de calcul automatiques
pourraient eˆtre utilise´es.
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Two-dimensional seismic imaging of the Valhall model from synthetic OBC data by frequency-domain
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SUMMARY
Quantitative imaging of the elastic properties of the subsur-
face is essential for reservoir characterization. We apply two-
dimensional frequency-domain full-waveform inversion (FWI)
to image shallow-water synthetic VP and VS models of the Val-
hall oil and gas field from 3-C ocean-bottom-cable data. In
soft-seabed environment where a small amount of P-to-S mode
conversion occurs at the sea bottom, the seismic wavefield is
dominated by the P waves whereas the S waves have a weaker
signature. We first show that acoustic FWI of elastic data pro-
vides accurateVP model in such environment. Elastic FWI, that
is desired for reservoir characterization, is a more difficult task.
Hierarchical processing of the different parameter classes and
data components is required, in addition to low-frequency data
and robust multi-scale algorithm, to converge toward acceptable
models.
INTRODUCTION
Quantitative seismic imaging of earth parameters is one of the
main challenge for reservoir characterization. Frequency-domain
full-waveform inversion (FWI) allows to build accurate models
of complex structures from wide-aperture acquisition geome-
tries (Pratt and Worthington, 1990). Most of the applications of
FWI to real data at different exploration scales were performed
under the acoustic approximation (Ravaut et al., 2004; Operto
et al., 2006; Bleibinhaus et al., 2007) while only few papers
recently tackled the elastic problem (Shi et al., 2007). Elastic
parameters reconstruction is indeed a difficult and highly non-
linear problem. The initial model building, that directly drives
the convergence of the inversion, is a difficult issue for the S-
wave velocity parameter (or linked parameters such as the Pois-
son’s ratio): indeed, imaging of theVS parameter has potentially
a high-resolution power due to the short S wavelengths, that
makes the inversion more sensitive to the inacurracies of the
starting model (Brossier et al., 2009). Free-surface effects, such
as surface-waves and free-surface multiples, add additional non
linearities in the inversion of land data, that require different hi-
erarchical inversion regularizations (Gelis et al., 2007; Brossier
et al., 2009). Weak P-to-S conversions in marine data with low
S-wave velocity contrasts at the sea bed require the hierarchical
reconstruction of the different parameter classes, and the hier-
archical inversions of the different data components including
careful phase selections for proper inversion convergence, even
for simple canonical models (Sears et al., 2008). However, re-
construction of elastic parameters is useful in reservoir char-
acterization: for example, Poisson’s ratio anomalies are good
marker of gas because theVS is weakly affected by the presence
of gas unlike the VP one.
In this study, we present an application of frequency-domain
elastic FWI to the synthetic Valhall model, representative of oil
and gas fields in shallow water environment of North Sea. After
a short review of elastic wave modeling and FWI, we first show
that acoustic FWI of elastic data provided reliable VP model
in the Valhall geological environment. Second, we propose a
multi-step strategy for elastic FWI, that allowed reliable recon-
struction of VS parameter in addition to that of the VP model.
METHOD
Forward problem
Two-dimensional frequency-domain elastic FWI requires the
solution of the two-way wave equation for P-SV waves in 2D
heterogeneous media. We shall limit ourselves to the isotropic
case in this study. In the frequency domain, one may write the
elastic wave equation as:
−ιωρV = ∇ ·σ +ρ f
−ιωσ = c : ∇V− iωσ0, (1)
where unknown quantities of the forward problem are hori-
zontal and vertical particle velocities V = (VX ,VZ) and stress
σ fields. The system 1 is discretized with a Discontinuous
Galerkin method (Brossier et al., 2008). Low-order P0 and P1
interpolations are used for wavefield parameterization (figure
1). The P1 interpolation is used on top of the model (in the first
160 meters) in an unstructured triangular mesh. This allows the
accurate positioning of the sources and receivers in the mesh, by
mean of the linear interpolation basis functions and the locally-
refined mesh. The water-solid interface at a depth of 70 m is
embedded inside the P1 zone, because the P0 interpolation is
unstable at the water-solid interface (Brossier et al., 2008). For
time and memory computational savings, the P1 interpolation
order is limited to the shallow part of the model, whereas the
P0 interpolation is used below 160 m on a regular equilateral
mesh. The sparse linear system resulting from the discretiza-
tion of system 1 is solved efficiently for multiple sources using
the parallel direct solver MUMPS (Amestoy et al., 2006).
Inverse problem
Frequency-domain FWI (Pratt et al., 1998) is an optimization
problem, which can be recast as a linearized least-squares prob-
lem that minimizes the misfit between the frequency-domain
recorded data (dobs) and modeled data (d
(k)
calc
) at iteration k, de-
fined by the objective function:
C
(k) =
1
2
(dobs−d(k)calc)†Sd†Sd(dobs−d
(k)
calc
). (2)
Superscript † indicates the adjoint (transposed conjugate) and
Sd is a diagonal weighting matrix applied to the misfit vector to
scale the relative contributions of each of its components. The
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Figure 1: Close-up of the triangular mesh centred on the sea
bottom, used for elastic wave propagation modeling in the Val-
hall model. P1 and P0 cells are displayed respectively in blue
and red.
gradient G (k) of the objective function is efficiently computed
by the adjoint-state technique (Plessix, 2006), which requires
solving only two forward problems per shot.
A second-order Taylor expansion of the objective function al-
lows to find the Newton update δm which minimizes the objec-
tive function:
B(k)δm =−G (k), (3)
where B(k) is the Hessian matrix. Because of the huge compu-
tational time required to build B(k), Newton method are gener-
ally avoided. Steepest Descent or Conjugate Gradient methods
scaled by the diagonal terms of an approximate Hessian are gen-
erally used in FWI (Pratt et al., 1998; Operto et al., 2006; Shin
et al., 2001). In this study, we use the Quasi-Newton L-BFGS
method (Nocedal, 1980). L-BFGS provides an approximate in-
verse Hessian at a marginal computational extra cost, that is
useful to improve the convergence rate of the iterative imaging
process (Brossier et al., 2009).
Data preconditioning
Non-linearity of FWI can be efficiently mitigated by selecting a
subset of specific arrivals (e.g., Sears et al., 2008). Data precon-
ditioning can be applied in the frequency domain by means of
complex frequencies (ω+ιγ), which is equivalent to damp seis-
mograms in time (Brenders and Pratt, 2007). The Fourier trans-
form of a signal f (t) damped in time by exp−γ(t−t0) is given
by:
F(ω + ιγ)expγt0 =
Z +∞
−∞
f (t)exp−γ(t−t0)exp−ιωtdt, (4)
where the damping, controlled by the γ parameter, can be ap-
plied from an arbitrarily arrival time t0, which usually corre-
sponds to the first-arrival time. Time-damping applied from the
first-arrival time can be viewed as a heuristic way to select aper-
ture angles in the data. This aperture selection can be exploited
to implement a second-level of hierarchy in the multi-scale in-
version, in addition to that provided by the frequency selection:
during each successive frequency inversion, we hierarchically
performed several inversion iterations using decreasing imagi-
nary terms γ to progressively inject in the inversion more resolv-
ing arrivals associated with later-arriving phases (i.e., shorter-
aperture phases). This strategy revealed useful for inversion of
land data (Brossier et al., 2009) and will be used in this study.
Figure 2: Synthetic Valhall models. a) VP, b) VS.
Figure 3: Initial VP (a) and VS (b) models for FWI.
Figure 4: Example of time-domain shot gather for a source at
x= 3 km in the synthetic Valhall elastic models for a) horizontal
component and b) vertical one of geophones.
VALHALL ELASTIC MODEL AND DATA
The figure 2 shows the VP and VS synthetic models provided by
BP. The main targets are the gas cloud in the large sediments
layer, and the trapped oil underneath the cap rock composed of
chalk in a deeper part of the model. Gas clouds are easily iden-
tified by the low P-wave velocities, whereas their signature is
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Figure 5: VP model inferred from acoustic FWI of elastic data.
Figure 6: Vertical logs at distances a) 3.5 km and b) 8 km ex-
tracted from the FWI model of Figure 5. True, starting and FWI
models are displayed in black, red and blue, respectively.
much weaker in the VS model. In this study, density is consid-
ered constant and assumed to be known during the inversion.
Starting models (Figure 3) are inferred from the true ones by
Gaussian smoothing, the vertical correlation of which linearly
increases from 25 m at the water-solid interface to 1000 m at
5200 m depth. The horizontal correlation length is 500 m.
The acquisition geometry mimics an OBC acquisition. 315
pressure sources are located 6 m below the water surface with
an horizontal spacing of 50 m. 315 3-C sensors spaced by 50 m,
each composed of one hydrophone, and one vertical and inline
horizontal geophones, are located at a depth of 70 m on the sea
bottom.
A time-domain shot-gather is shown in figure 4 for the VX and
the VZ components. Low VS on the sea bottom and the rela-
tively smooth VS model led to small-amplitude converted P-to-
S waves on both the vertical and horizontal components, and
made the reconstruction of the VS model ill-posed.
In this study, the elastic observed data have been computed with
the frequency-domain P0-P1 DGmethod for the frequencies and
damping factors used in inversion. The maximum frequency in-
volved in the inversion was 6 Hz, and the triangular mesh was
designed according to the minimum S wavelength at this fre-
quency (Figure 1). For all the tests, source signature is esti-
mated by linear inversion during each frequency inversion iter-
ation (Pratt, 1999).
ACOUSTIC INVERSION OF ELASTIC DATA
We should consider first acoustic FWI of elastic data. As ob-
served in the figure 4, P arrivals dominate the seismic wavefield
(especially, on the vertical geophone and hydrophone), lead-
ing to a favorable framework for acoustic FWI (Barnes and
Charara, 2008).
Acoustic FWI was performed with the FWT2D code (Sourbier
et al., 2009) based on a finite-difference forward problem en-
gine to solve the Helmholtz equation. Five frequencies were
inverted successively (2, 3, 4, 5 and 6 Hz) using 3 damping fac-
tors (γ = 2,0.33,0.1) applied in cascade during each frequency
inversion. The inversion was applied to the hydrophone compo-
nent. The initial VP model for acoustic FWI is shown in figure
3a. The steepest Descent method was used for optimization,
preconditioned by the diagonal terms of the approximate Hes-
sian (Operto et al., 2006). Fifteen iterations were performed per
damping factor leading to 45 iterations per frequency inversion.
The final FWI VP model does not exhibit significant artifacts
(Figure 5). Comparison between VP logs, extracted from the
true and final FWI models, shows a reliable reconstruction of
the P-wave velocities, in spite of the low frequencies involved
in the inversion (Figure 6).
These results suggest that acoustic FWI can be relevant in some
marine case studies, where elastic effects have a relatively-weak
signature in the data. The resulting VP model may be used as a
starting model to proceed with elastic FWI in later stage.
ELASTIC FULL-WAVEFORM INVERSION
Inversion set-up
We now applied elastic FWI to the 3-C OBC data. Sears et al.
(2008) have illustrated that elastic FWI is ill-posed when the
S-wave velocity models exhibit relatively small contrasts, that
prevent recording of significant P-to-S converted waves. In or-
der to mitigate the ill-posedness of FWI, they designed a multi-
step strategy, that was adapted to the frequency-domain FWI as
described below:
1- In a first step, VP is reconstructed from the hydrophone data.
The forward problem is performed with the elastic DG method
but the VS model is left unchanged during FWI. The aim of
this first stage is to improve the VP model to significantly de-
crease the P-wave residuals. During this first step, a coarse
mesh adapted to the VP wavelength was designed for compu-
tational efficiency. In this case, S-wave modeling was affected
by numerical dispersion, that, however, did not significantly im-
pact the VP-model reconstruction. Note that the final VP model
of this first stage is close to that of acoustic inversion.
2- In a second step, the VP and VS models are reconstructed si-
multaneously from the horizontal and vertical components of
geophones. A gain, given by the source-receiver offset to the
power of 2, was applied to the data through the matrix Sd .
The aim of this weighting was to increase the weight of the
intermediate-to-long offset data, at which converted P-to-S ar-
rivals are recorded.
Other tests performed without this two-step strategy, where both
VP andVS parameters are reconstructed simultaneously from the
beginning of the inversion process, failed and get stuck in a lo-
cal minima.
FWI was performed for the same data as for the acoustic test:
five frequencies were inverted successively (2, 3, 4, 5 and 6 Hz)
with 3 damping factors applied in cascade for each frequency
inversion (γ = 2,0.33,0.1). Starting models are shown in Fig-
ure 3. L-BFGS algorithm was used for optimization. We se-
lected the diagonal of the Pseudo-Hessian (Shin et al., 2001) as
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an initial guess for the L-BFGS iterations. Ten iterations were
performed per damping factor, leading to 30 iterations per fre-
quency inversion.
Results
Reconstructed VP and VS models and vertical logs at distances
3.5 and 8 km are displayed in Figures 7 and 8, respectively. The
VP model shows an accurate reconstruction of the main geolog-
ical features, such as the anticlinal structure and the gas cloud
in the sediments. The VP model inferred from elastic inversion
(Figure 7a) is close to that inferred from acoustic FWI (Figure
5), except in the deep part of the model (below 2.5 km), where
elastic FWI provided improved reconstructions (compare Fig-
ures 6 and 8). The VS model suffers from a deficit of short
wavenumbers, especially in the deeper part where the starting
model is less accurate. The very low velocities in the model
endows the VS imaging with a high resolution power, even at
the low frequency of 2 Hz, that requires a very accurate start-
ing model, a key issue in the prospect of real data processing.
Amplitudes in the VS model are not reconstructed as well as the
VP ones, and more iterations may be necessary to retrieve the
correct amplitudes. The reconstructed models give, however,
a useful information on the shallowest part of the target even
for the VS velocity model: these models would allow the iden-
tification and characterization of gas clouds, thanks to elastic
properties variations.
CONCLUSION
This study presents an application of frequency-domain Full-
Waveform Inversion of multi-components OBC data to the Val-
hall synthetic case study. The FWI algorithm is implemented
through a two-loop scheme, over frequencies and time damp-
ing, to efficiently mitigate the non-linearities of the inversion.
The quasi-Newton L-BFGS method is implemented for opti-
mization.
The geological structure of the Valhall model makes the P ar-
rivals dominant in the seismic wavefield, contrary to the S ones.
On the one hand, P-wave velocity model can be successfully
reconstructed by acoustic FWI, hence showing the relevance of
the acoustic approximation for some marine case studies. On
the other hand, elastic-parameters imaging is a difficult task,
and complex multi-step strategies involving hierarchic inver-
sions of data components and hierarchic reconstructions of dif-
ferent parameter classes must be designed to converge towards
acceptable velocity models, if low frequencies and sufficiently-
accurate starting models are not available. Future works will fo-
cus on the starting model building by Laplace-domain inversion
(Shin and Cha, 2008) and PP-PS stereotomography (Alerini
et al., 2002), before considering applications to real data.
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[1] Elastic frequency-domain full-waveform inversion is
here applied to a realistic synthetic offshore model to study
the behavior of the least-squares and least-absolute-value
norms, in the presence of noisy multi-component seismic
data. As expected, the inversion results show that the L2
norm is highly sensitive to non-Gaussian errors in the data
and gives rise to high amplitude artifacts in the
reconstructed models. The L1 norm shows more robust
behavior, whatever the noise characteristics, and allows
convergence towards acceptable models, for both the
compressional-wave and shear-wave velocity models. This
study highlights the sensitivity of the full-waveform inversion
results for the chosen norm in the case of noisy data. The
marginally used L1 norm reveals a robust alternative to the L2
norm for frequency-domain full-waveform inversion of
weakly redundant data. Citation: Brossier, R., S. Operto, and
J. Virieux (2009), Robust elastic frequency-domain full-waveform
inversion using the L1 norm, Geophys. Res. Lett., 36, L20310,
doi:10.1029/2009GL039458.
1. Introduction
[2] The physical properties of the Earth are often esti-
mated through seismic-wave analysis. Wave arrival-time
information is generally used to determine the tomography
of the Earth. In the 1980s, the full-waveform inversion
(FWI) method was introduced by Tarantola [1984] to
exploit the full information contained in the seismograms,
in terms of the full waveform, and to infer high-resolution
models of the subsurface.
[3] Originally developed in the time domain [Tarantola,
1984, 1987], FWI has become tractable and popular since
the pioneering work of Pratt and Worthington [1990] and
Pratt [1990] in the frequency domain, and is now investi-
gated more, particularly for active seismic surveys at
various scales. Computationally efficient frequency-domain
FWI was designed by limiting the inversion to a few
discrete frequencies, taking advantage of the redundant
wavenumber coverage provided by wide-aperture surveys
[Sirgue and Pratt, 2004; Brenders and Pratt, 2007]. This
wavenumber redundancy can be partly sacrificed by using a
judicious subset of frequencies in the inversion, at the
expense of the signal-to-noise ratio of the reconstructed
models. FWI potentially provides high-resolution quantita-
tive images of physical parameters, but suffers from two
main difficulties. The first is related to the computational
cost of the forward problem; namely, the numerical reso-
lution of the wave equation in heterogeneous media for
multiple sources. The second difficulty is related to the ill-
posedness and the non-linearity of the inverse problem,
which is generally formulated as a least-squares local
optimization [Tarantola and Valette, 1982], to manage the
numerical cost of the forward problem. The ill-posedness
and the non-linearity of the FWI arise mainly from the
limited accuracy of the starting model in the framework of
local optimization approaches, the incomplete illumination
of the subsurface provided by conventional seismic surveys,
the limited bandwidth sources and presence of noise. Several
hierarchical multiscale strategies that proceed from low
frequencies to higher frequencies [Pratt and Worthington,
1990; Bunks et al., 1995; Sirgue and Pratt, 2004; Brossier et
al., 2009a], have been proposed to mitigate the non-linearity
of the inverse problem.
[4] The noise footprint in seismic imaging is convention-
ally mitigated by stacking highly redundant multifold data.
Mitigating the sensitivity of the inversion to noise is
however a key issue in efficient frequency-domain FWI,
where the data redundancy is partly sacrificed for compu-
tational efficiency. The least-squares objective function
remains the most commonly used, although it suffers from
poor robustness when dealing with large isolated and non-
Gaussian errors. Other norms should therefore be consid-
ered. The L1 norm was introduced in time-domain FWI by
Tarantola [1987] and Crase et al. [1990], and has been
shown to be weakly sensitive to noise. Djikpe´sse´ and
Tarantola [1999] used this norm successfully to invert field
data from the Gulf of Mexico. Alternatives like the Huber
criterion [Huber, 1973; Guitton and Symes, 2003; Ha et al.,
2009], the sech criterion [Crase et al., 1990; Monteiller et
al., 2005] and the hybrid L1/L2 criterion [Bube and Langan,
1997] can also be considered. All these criteria behave as
the L2 norm for small residuals and as the L1 norm for large
ones. A threshold that needs to be provided defines where
the transition between these two different behaviors takes
place. These hybrid criteria are efficient for dealing with
outliers in data. However, they assume Gaussian statistics as
soon as the L2 norm is used, leading to the same limitations
as for the pure L2 norm in the presence of ambient noise if
the threshold is not chosen correctly.
[5] In this study, we assess two-dimensional (2D) elastic,
frequency-domain FWI from noisy, multi-component seis-
mic data of the oil & gas field of Valhall computed in
synthetic velocity models. The results clearly demonstrate
the lack of robustness of the classic least-squares norm,
whereas the L1 norm that has seen marginal use in the FWI
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community, is shown to be very robust, even in the case of
highly decimated data.
2. Theory and Algorithm
2.1. Least-Squares Norm
[6] The least-squares criterion provides the most usual
framework for the development of frequency-domain FWI
[Pratt and Worthington, 1990; Pratt, 1990]. The L2 func-
tional is usually written in the following form:
C
kð Þ
L2
¼
1
2
DdtStdS*dDd*; ð1Þ
where Dd = dobs  dcalc
(k) is the data misfit vector, the
difference between the observed data dobs and the modeled
data dcalc
(k) computed in the model m(k). k is the iteration
number of the non-linear iterative inversion. Superscript *
indicates the conjugate and Sd is a diagonal weighting
matrix applied to the misfit vector to scale the relative
contributions of each of its components.
[7] Differentiation of CL2
(k) with respect to the model
parameters gives the following expression of the gradient:
G
kð Þ
L2
¼ R JtStdS*dDd*
 
; ð2Þ
where J is the Fre´chet derivative matrix. The gradient can
be derived from the adjoint-state method that allows the
computing of GL2
(k) without explicitly forming J [Plessix,
2006], giving the expression:
G kð Þmi L2
¼ R vt
@At
@mi
 
A1StdS*dDd*
 
; ð3Þ
where the incident wavefield v is linearly related to the
source s through the forward problem operator A : Av = s.
[8] The gradient can be seen as a weighted zero-lag
convolution between the incident wavefield v emitted by
the seismic source and the residual wavefield back-propa-
gated from the receiver positions A1 Sd
t
S*d Dd*.
2.2. Least-Absolute-Value Norm
[9] For complex arithmetic numbers, such as frequency-
domain data, we can extend the L1 norm developed by
Tarantola [1987] and Crase et al. [1990], written as:
C
kð Þ
L1
¼ DdtStdS*dDd*
 1=2
: ð4Þ
[10] The gradient GL1
(k) is given by:
G
kð Þ
L1
¼ R JtSd
Dd*
jDdj
 
; ð5Þ
assuming that jDdj > 0, considering the machine precision
used. For all of the tests that we performed, we never met
any case where jDdj = 0.
[11] The L1 and L2 gradients have similar forms, as seen
by equations (2) and (5), except that the residual term
differs. For the L1 norm, the data residuals are normalized
according to their amplitudes, which gives clear insights
why the L1 norm is expected to be less sensitive to large
residuals.
[12] In the case of real arithmetic numbers, the term Dd*jDdj
of expression (5) corresponds to the function sign [Tarantola,
1987; Crase et al., 1990].
2.3. Algorithm
[13] The 2D elastic, frequency-domain FWI algorithm
used in this study is described by Brossier et al. [2009a].
The reader is thus referred to Brossier et al. [2009a] for a
complete description of the algorithm. The algorithm
embeds three main loops: the outer one is over frequency
groups; namely, a set of frequencies simultaneously
inverted. The second loop is over time-damping factors that
control the amount of information over time that is pre-
served for inversion in the seismograms. Time damping is
Figure 1. Synthetic true Valhall models for (a) VP and (b) VS. Real part of the hydrophone data for frequency (4 + 10 i)
Hz. (c) Noise-free data, (d) added noise and (e) noisy data.
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applied in the frequency-domain modeling by using com-
plex-valued frequencies which is equivalent to damp seis-
mograms in time by exp(tt0)g where t0 is the first-arrival
traveltime. The third loop is over iterations of one frequency
group inversion. The two outer nested loops define two
hierarchical multiscale levels in the inversion that are
helpful to mitigate the non-linearity of the inversion. The
forward problem is performed with a discontinuous Galer-
kin method for solving the elastodynamic equations in the
frequency domain [Brossier et al., 2008]. The linear system
that results is solved in parallel using the MUMPS LU
solver [Amestoy et al., 2006]. The optimization is solved
with the quasi-Newton L-BFGS algorithm [Nocedal, 1980].
The diagonal of the pseudo-Hessian matrix [Shin et al.,
2001] is used as an initial guess for the L-BFGS algorithm
for both the L1 and the L2 criteria.
3. Numerical Example: Offshore Valhall Model
[14] The numerical example is based on the synthetic
Valhall model (Figure 1), which is representative of oil and
gas fields in shallow water environments of the North Sea
[Munns, 1985]. The main targets are the gas cloud in the
large sediment layer, and the trapped oil underneath the cap
rock, which is composed of chalk, in a deeper part of the
model. Gas clouds are easily identified by the low P-wave
velocities, whereas their signature is much weaker in the VS
model. The selected acquisition mimics a three-component
ocean bottom cable survey [Kommedal et al., 2004]. This
environment shows a particularly ill-posed problem for
S-wave velocity reconstruction, due to the relatively small
shear-wave velocity contrast at the sea bed that prevents
recording of significant P-to-S converted waves. A success-
ful inversion requires a multi-step hierarchical strategy in
the manner of Sears et al. [2008], as developed by Brossier
et al. [2009b] for noise-free data. We follow the same
approach for noisy data:
[15] 1. In the first step, the VP velocity is reconstructed
from the hydrophone data. The forward problem is per-
formed with the elastic discontinuous Galerkin method, but
the VS model is left unchanged during the FWI. The aim of
this first stage is to improve the VP model so as to
significantly decrease the P-wave residuals. During this first
step, a coarse mesh that is adapted to the VP wavelength is
designed for computational efficiency. In this case, S-wave
modeling is affected by numerical dispersion that, however,
does not significantly impact on theVP-model reconstruction.
[16] 2. In the second step, the VP and VS models are
reconstructed simultaneously from the horizontal and verti-
cal components of the geophones. An amplification, with a
gain given by the power of 2 of the source-receiver offset, is
applied to the data through the matrix Sd. This weighting
increases the weight of the intermediate-to-long-offset data
at which the converted P-to-S arrivals are recorded.
[17] Five frequencies were inverted successively (2, 3, 4,
5 and 6 Hz) with 3 regularization damping factors applied in
cascade for each frequency inversion (g = 2, 0.33, 0.1 s1).
Starting models were built by smoothing the true models
with a Gaussian filter, the vertical correlation length of
which increased linearly from 25 m to 1000 m with depth,
and the horizontal one was fixed at 500 m. Ten iterations
were performed per damping factor, leading to 30 iterations
per frequency inversion. Density is constant and assumed to
be known in the inversion. The source is estimated during
the inversion by linear inversion [Pratt, 1999].
[18] Two tests were performed. For both tests, uniform
white noise was introduced into the observed data, computed
using the forward-problem engine implemented in the inver-
sion code (the so-called inverse crime). The signal-to-noise
ratio was set to 10. Figures 1c–1e show the 4-Hz noise-free
and noisy data in the source-receiver domain.
[19] During the first test, we introduced outliers into the
data: large errors (noise had been multiplied by 20) were
introduced randomly in one trace out of one hundred, to
simulate a poorly preprocessed data set. The resulting noise
is consequently no more uniform for this test. The VP
models obtained after the first inversion step with the L2
and L1 norms are shown in Figure 2. The L1 norm provides
an accurate VP model, whereas the inversion rapidly con-
verged towards a local minimum when the L2 norm was
used. For the L2 norm, the inversion was stopped close to
the first step because of the failure. However, the second
step was performed for the L1 norm and shows good quality
of reconstruction for both VP and VS models.
[20] A second test was performed without any outliers,
and considering only the ambient noise. The VP and VS
models obtained with the L2 and L1 norms after the second
step are shown in Figure 3 and reveal again the improved
robustness of the L1 norm.
4. Discussion
[21] The use of the L2 and L1 norms in elastic, frequency-
domain FWI highlights the sensitivity of the optimization
convergence to the noise.
[22] The first test with outliers illustrates the known
behavior of the L2 norm in the presence of high-amplitude
Figure 2. Reconstructed models for the test 1 with
outliers, for (a) the VP parameter with L2 and the (b) VP
and (c) VS parameters with L1 norm.
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isolated noise. The L2 criterion intrinsically amplifies the
weight of the high-amplitude residuals during inversion,
hence causing divergence of the optimization if the residuals
do not correspond to coherent signals. The L1 norm shows
stable behavior in this unfavorable test, because the isolated,
high-amplitude outliers have negligible contributions in the
final images. This confirms the robustness of this criterion
applied to FWI, even when a limited amount of data is
considered.
[23] The second test without outliers shows that the VP
reconstruction is robust for both norms, whereas only the L1
norm allowed the successful reconstruct of the VS model. In
this shallow-water environment with low velocity contrasts
at the sea bed, the VP imaging is more linear than the VS
imaging for two main reasons. First, the larger P-wave-
lengths are less resolving than the S counterparts, and are
therefore less sensitive to the inaccuracy of the starting
model in the framework of a multiscale reconstruction
[Brossier et al., 2009a]. Second, the P-waves dominate
the seismic wavefield, whereas the P-to-S waves have a
weaker footprint in the data. The limited signature of the S-
waves in the data makes the inversion poorly conditioned
for the S-wave parameter class, even with noise-free data.
Brossier et al. [2009b] showed how the hierarchical two-
step strategy allow the strengthening of the sensitivity of the
inversion to the VS parameter during the second step, and
hence the successful reconstruction of the VS model with the
L2 norm in the case of noise-free data. However, adding
noise to the data still contributes to the degradation of the
sensitivity of FWI to the P-to-S arrivals. In this case, the
two-step strategy implemented with the L2 norm failed to
reconstruct the VS model, and the L1 norm revealed that it
was necessary to converge towards acceptable VS models
by mitigating the contribution of the amplitudes in the
reconstruction.
5. Conclusion
[24] This study presents an application of elastic, fre-
quency-domain FWI of controlled-source synthetic seismic
data, to compare the behaviors of the classic L2 and the
robust L1 functionals in the presence of noisy data. Our
results show first the robust behavior of the L1 norm in the
presence of high-amplitude non-Gaussian noise, such as for
outliers, whereas the L2 criterion failed to produce accept-
able models as expected. Second, the L1 norm allows the
successful exploitation of the P-to-S arrivals, which have a
relatively weak footprint in the data, to image the VS
velocity model in the presence of white noise. In this case
too, the L2 norm failed to reconstruct the VS model. The
robustness of the L1 norm with respect to noise is attributed
to the fact that the footprints of the amplitudes are mitigated
in the imaging. The L1 norm should be an alternative to the
classic L2 norm, particularly when a limited amount of data
are to be inverted. This is the case in efficient frequency-
domain FWI, where only a limited number of discrete
frequencies are inverted independently. The L1 norm can
also be useful to invert low-fold passive data, such as
teleseismic data lor lithospheric imaging.
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